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NOTA INTRODUTÓRIA 

Na extensa bibl iografia sobre a evolu ção do.  pensamento científ ico, geralmente um capítulo 
especial é dedicado à exploração da seqüência de eventos que, a partir do século XV I I I ,  cu lmi­
naram com a apresentação da Teoria da Relativ idade Especial e Geral, respectivamente, em 
1 905 e 1 9 1 6, por Albert E instein .  

A T e6ria da Relativ idade Geral teve uma enorme repercussão na Ciência não só devido à 
sua maior be leza e elegância ao descrever os fenômenos gravitacionais ,  mas também porque 
deu um impulso novo e vigoroso à Cosmologia .  

O modelo cosmológico newtoniano du rante quase duzentos anos permanecera i ntocável .  
As concepções fundamentais de tempo e espaço absolutos eram consideradas inquestioná­
veis .  E a lei da Gravitação de I saac Newton respondia e maravi l hava o espírito da época, ao 
expl icar com tanta simpl icidade a "Mecânica Celeste" .  

Com as Teorias da Relativ idade E special e Geral ,  do is g igantescos passos foram dados,  
trazendo, praticamente, uma nova v isão da natureza. Com o primeiro passo, a Teoria Especial 
acaba com a separação do espaço e do tempo, como categorias d istintas. Espaço e tempo 
são indissociáveis e formam o chamado "continuum" espacio-temporal , onde ocorrem os 
eventos do mundo. A Teoria Geral vai além . Adota o "continuum" espacio-temporal e associa a 
matéria à gravitação. Essa dupla associação traduz o fato de que o campo gravitacional deter­
mina as relações métricas do "continuum" espacio-temporal .  Conclusão notável que modifica 
crenças arraigadas e coloca em cheque o senso comum. 

Para essa conclusão gen ia l  de Albert .  Einstein ,  mu ito contribuiu o trabalho de Georg Friedr ich 
Bernhard R iemann ( 1 826-1 866) que,  ao general i.zar a teoria das superfíc ies curvas de Gauss 
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somente ind icadas. 
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a espaços "nu dimensiona is ,  teve, segundo as palavras do próprio E instein ,  "a visão profética 
do s ign ificado fís ico dessa general ização da geometria Eucl idiana". 

A observação do fato de que os raios luminosos e os corpos l ivres se deslocam reti l inear­
mente , quando referidos a um determinado s istema de referência, ind icava para Riemann que o 
espaço não é amorfo . Ao contrário, deveria possu i r  u ma estrutura própria, ou campo métrico, 
em analogia aos campos elétricos e magnéticos .  Esse campo métrico, espalhando-se por todo 
o espaço, teria como causa física a matéria do Un iverso. 

Essa foi a "visão profética" anunc iada por Riemann em sua Aula I naugural ,  em 10 de junho de 
1 854, na Univers idade de Góttingen , ao apresentar a dissertação "Sobre as H ipóteses que Ser­
vem de Base à Geometria" . Quando na d issertação examina a h ipótese de Eucl ides, segundo a 
qual tanto as l inhas como os corpos têm uma existência independente da pos ição, está de fato 
lançando , ind i retamente , as primeiras idéias de uma concepção inteiramente nova do espaço. 

Talvez essa Aula I naugural tenha sido o evento mais importante no desenvolvimento da 
Teoria Geral da Relativ idade . 

PLANO DESTE ESTUDO 

Sabe-se que a geometria admite como dados prel iminares não somente o conceito do espa­
ço, mas também as pnmeiras idé ias fundamentais das construções no espaçQ. Destes concei­
tos ela só dá defin ições nominais ,  as determinações essenciais introduz indo-se sob forma de 
aXiomas . As relações mútuas destes dados primitiVOS ficam envoltas em mistério, não se per­
cebe bem se elas são obrigatonamente l igadas entre s i ,  nem até que ponto elas o são , nem 
mesmo "a priori" se elas o podem ser.  

Desde Euc l ides até Legend re , para c itar apenas o mais i lustre dos reformadores modernos 
da Geometria, n inguém, nem dentre os matemáticos, nem dentre os filósofos,  conseguiu escla­
recer este mistério. A razão disto é que o conceito geral das grandezas de dimensões múlti­
plas , compreendendo como caso part icu lar as g randezas extensas, nunca foi objeto de qual­
quer estudo . Em conseqüência,  cOloq uei-me primeiro o problema de constru i r ,  partindo do con­
ceito geral de grandeza, o conceito de uma g randeza de múltiplas dimensões . Parecerá desta 
forma que uma grandeza de múltiplas dimensões pode ter diferentes relações métricas e que o 
espaço é, por conseguinte, somente um caso particu lar de uma grandeza de três d imensões.  
Ora,  decorre necessariamente deste fato que as proposições da Geometria não podem ser de­
duzidas dos conceitos gerais de grandeza, mas que as propriedades, pelas quais o espaço se 
d ist ingue de qualquer outra grandeza imaginável de três dimensões,  só podem ser tomadas da 
experiência. Daí o problema de se procu rar (ou pesqu isar) os fatos mais simples através dos 
quais se possam estabelecer as relações métricas do espaço, problema que, pela própria natu­
reza do objeto,  não está completamente determinado, pois podem-se indicar vários si stemas 
de fatos simples , suficientes para a determinação de relações métricas do espaço. 

O mais importante, para nosso atual objetiVO ,  é aquele q ue E uc l ides tomou como base. Es­
ses fatos ,  como todos Os fatos possíveis ,  não são necessários .  Só têm uma certeza empírica, 
são h ipóteses . Pode-se , então , estudar sua probabi l idade, que é certamente considerável nos 
l imites de observação, e julgar, a parti r d isto ,  o grau de segurança de estender-se esses fatos 
fora desses l imites , tanto no sentido dos imensuravelmente grandes quanto no dos imensura­
velmente pequenos . 

A - Conceito de uma grandeza de n dimensões 

Tentando agora tratar do primeiro destes problemas , referente ao desenvolvimento do con-
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ceito de uma grandeza d e  dimensões mú ltiplas , eu m e  vejo n a  obrigação d e  pedir a indulgên - _ 
dos leitores por não ser perito em trabalhos fi losóficos desta natureza, cuja dificuldade se en­
contra mais na concepção do que na construção , e porque, com exceção de algumas breves 
indicações dadas pelo Sr. Gauss em seu segundo memorial sobre os resíduos biquadráticos ,  
nos Gelehrte Anzeigen de Gõttingen e em seu  memorial de jubi leu , e com ex cessão de algu­
mas pesquisas filosóficas de Herbart, não pude me apoiar em nenhum trabalho anterior .  

§ I Os conceitos de grandeza só são possíveis desde que exista um conceito geral que 
permita diferentes modos de determinação. Segundo a possibi l idade,  ou não, d.e passar de um 
destes modos de determinação a um outro de mane ira contínua, e les formam uma variedade 
contínua ou uma variedade discreta; no primei ro caso, o modo de determinação se chama pon­
to e no segundo, um elemento desta variedade.  Os conceitos cujos modos de determinação 
formam uma variedade discreta são tão freqüentes que, dados objetos quaisquer, sempre exis­
t irá, pe lo menos nas l ínguas cu ltas , um conceito que os compreenda (e os matemáticos esta­
vam conseqüentemente no seu direito , na teoria das g randezas discretas , quando -tomavam 
como ponto de partida a condição de que os objetos dados sejam considerados da mesma 
espécie) . Pelo contrário, as ocasiões que podem fazer nascer conceitos, cujos modos de de­
terminação formam uma variedade contínua, são tão raras na vida comum que os locais dos 
objetos sensíveis e as cores são praticamente os únicos conceitos simples cujos modos de 
determinação formam uma variedade de várias d imensões.  Somente nas altas matemáticas 
as ocasiões para a formação e o desenvolvimento destes conceitos se tornam mais freqüent�s.  

Uma parte de uma variedade,  separada do resto por uma marca ou por um l imite, é chama­
da quantum. A comparação dos quanta, do ponto de vista da quantidade, é feita, para as gran­
dezas contínuas, por meio de medição . A medição consiste em superpos ição de grandezas a 
serem comparadas. É preciso, então, para medir ,  ter um meio de transportar a grandeza que 
serve de medida padrão (étalon) para as outras . Se faltar este meio, não será possível compa­
rar duas grandezas entre s i  a menos que uma delas seja parte da outra, e neste caso só se 
poderá decidir a questão do maior ou do menor, e não a da relação numérica. As pesquisas 
que tal caso pode originar formam uma área geral da teoria das grandezas, independente de 
determinações métricas e na qual e las não são consideradas enquanto existentes independen­
temente da posição, nem expressáveis por meio de uma unidade, mas como regiões dentro de 
uma vari�ade . Tais pesquisas se tornaram necessárias em várias partes da matemática, no­
tadamente para o estudo das funções analíticas com vários valores,  e é principalmente deVido 
às suas imperfeições que o célebre teorema de Abel ,  bem como os trabalhos de lagrange, de 
Pfafl, de Jacobi, sobre a teoria geral das equações d iferenciais, ficaram tanto tempo estéreis .  
Nesta área geral da teoria das g randezas , onde não se supõe nada mais do que já está incluído 
no conceito destas grandezas , nos bastará, para nosso atual objeto, estudar dois pontos que 
são correlatos: o primeiro, a geração do conceito de uma variedade de várias dimensões;  o se­
gundo, o meio de transformar as determinações de local de uma variedade dada, em determi­
nações de quantidade , e é este úl timo ponto que deve mostrar claramente o caráter essencial 
de um estudo de n dimensões . 

§ 1 1  Dado um conceito cujos modos de determinação formam uma variedade contínua,  se 
passarmos , segundo determinada maneira, de um modo de determinação a outro, os modos de 
determinação percorridos formarão uma variedade extensa num só sentido, cujo caráter es­
sencial é que, nesta variedaçle,  só se pode ,  partindo de um ponto, avançar, de maneira contí­
nua, em duas direções:  para frente e para trás . Imaginemos , agora, que esta variedade seja 
transportada, por sua vez , sobre outra vanedade completamente d istinta, isto também de uma 
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maneira dete rminada,  isto é ,  tanto q ue cada um de seus pontos se trans porte para um ponto 
determinado de outra variedade; o conjunto dos modos de determinação assim obtidos formará 
uma variedade de duas d imensões .  Obter-se-á de maneira semelhante uma variedade de três 
d imensões se se imaginar que uma variedade de duas dimensões se transporte de uma manei­
ra determinada sobre outra completamente disti nta; é fác i l  ver como se pode continuar esta 
construção. Se , em vez de cons iderar o conce ito como determinável ,  considerarmos seu obje­
tivo como variável ,  poderemo � designar esta construção como a composição de uma variabi l i­
dade de n d imensões . 

§ 1 1 1  Vou mostrar, agora , reciprocamente , como uma variabi l idade , cujo campo é dado, pode 
ser decomposta em uma variabi l idade de uma dimensão e uma variabil idade de um número de 
dimensões menores .  Imaginemos,  para isto, uma porção variável de uma variedade de uma 
d imensão, contada a partir de um ponto f ixo, de modo que seus valores sejam comparáveis en­
tre si ; suponhamos que esta porção tenha,  para cada ponto da variedade dada, um valor de­
terminado , mudando com este ponto de um maneira contínua, ou , em outros termos , imagine­
mos , no i nterior da variedade dada , uma função contínua do local, função que não seja cons­
tante -ao longo de uma porção desta variedade. Qualquer s istema de pontos, para o qual a 
função tem um valor constante , forma então uma variedade contínua de um número menor de 
dimensões que a variedade dada. 

Estas variedades , quando fazemos variar a função,  se transformam de maneira contínua 
umas nas outras; poderemos, então, adm itir que uma dentre elas gera as outras , e Isto poderá 
acontecer, falando em geral, de tal modo que cada ponto de uma delas se transporte para um 
ponto determinado da outra . Os casos de exceção, cujo estudo é importante, podem aqUi ser 
deixados de lado. Daí, a dete rminação de local numa variedade dada se resume a uma deter­
minação de local numa variedade de menor número de dimensões. Ora, é fácil mostrar que es­
ta ú l tima variedade tem n- 1 dimensões quando a variedade dada tiver n. Repetindo n vezes es­
te processo, a determinação de local numa variedade de n dimensões se resumirá a n determi­
nações de grandezas e assim a determinação de local em uma variedade dada, quando Isto for 
possível ,  se reduz a um número fin ito de determi nações de quantidade . Todavia, há também 
variedades nas quais a determinação de local exige não mais um número f in ito mas ou uma sé­
rie inf in ita ou uma variedade contínua de determinações de grandeza. 

Assim são ,  por exemplo, as variedades formadas pelas determinações possíveiS de uma 
função em uma região dada, pelas formas possíveis de uma f igura do espaço, etc . 

B - Relações métricas das quais pode depender uma variedade de n dimensões, na 
hipótese onde as l inhas possuem um comprimento, independentemente de sua po­
sição, e onde qualquer l inha pode assim ser medida por qualquer outra l inha. 

Após ter constru ído o conce ito de uma variedade de n d imensões e encontrado , como traço 
essencial desta variedade, esta propriedade que diz que a determinação de local , nela, pode 
ser resumida a n determinações de grandeza,  chegamos ao segundo problema exposto acima 
- saber do estudo das relações métricas , das quais tal variedade é suscetível ,  e das con­
d ições suficientes para a determi nação destas relações métricas . Estas relações métricas só 
podem ser estudadas em conceitos abstratos de grandeza e sua dependência só pode ser re­
presentada por fórmu las . Entretanto , em certas h ipóteses, elas podem ser decompostas em re­
lações que,  tomadas separadamente , podem ser representadas geometricamente, e, a parti r 
daí, se torna possível expressar, geometricamente, os resultados do cálculo .  Assim, para se 
chegar a algo mais objetivo, não se pode,  é verdade , evitar nas fórmulas as cons iderações 
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ab.stratas . embora os resultados do cálculo possam ser em seguida representados sob forma 
geométrica. Os fundamentos destas duas partes da questão estão estabelec idos no famoso 
memorial do Sr. Gauss: Disquisitiones generales circa. superficies curvas. 

§ I As determinações métricas exigem a i ndependência entre as grandezas e os locais . o 
que pode ser real izado de várias maneiras .  A h ipótese que aparece primei ro .  e q ue desenvol­
verei aqu i .  é aquela em que o comprimento das l inhas é independente de sua posição e .  por 
conseguinte .  éada l inha pode ser medida por outra . 

Sendo a determinação do local feita através das determinações de grandezas . e a posição 
de um ponto na variedade de n dimensões sendo. por conseguinte. expressa por meio de n 
grandezas X I. x2• x3 • • • •  xn . a determinação de u"ma l i nha se resumirá ao fato das quantidades x 
serem dadas como funções de uma variáve l .  O problema cons iste. então. em estabelecer uma 
expressão matemática do comprimento de uma l inha.  e. para isto .  qevem-se considerar as 
q uantidades x como expressáveis em un idades. Só tratarei este problema sob certas res­
trições. e me l imitarei . em pr incípio. às l i nhas nas quais as relações entre os crescimentos dx 
das variáveis x correspondentes variem de maneira contínua.  Pode-se então conceber as l i ­
nhas decompostas em e lementos . na extensão dos q uais as relações das quantidades dx 
possam ser v istas como constantes.  e o problema se resume. então. em estabelecer. para ca­
da ponto . uma expressão geral do e lemento l inear ds partindo deste ponto .  expressão esta que 
conterá assim as quantidades x e as quantidades dx.  Admiti rei . em segundo lugar .  que o com­
primento do elemento l inear. fazendo-se abstração das quantidades de segunda ordem . se 
mantém invariável quando todos os pontos deste elemento são submetidos a um deslocamento 
infinitamente pequeno. o que impl ica ao mesmo tempo que .  se todas as q uantidades dx cresce­
rem numa mesma relação.  o elemento l inear variará igualmente nesta mesma relação. Estas 
hipóteses estando admitidas . o elemento l inear poderá ser uma função homogênea qualquer de 
primeiro grau das quantidades dx .  que f icará invariável quando se mudarem os s inais de todas 
as quantidades dx .  e na q ual as constantes arbitrárias serão funções contínuas das quantida­
des x .  Para encontrar os casos mais simples. procurare i .  primeiro. uma expressão para as va­
r iedades de n- 1 dimensões que sejam. em q ualquer lugar. eqüid istantes da origem do elemento 
l inear; Isto é. procurarei uma função contínua do local que as d istinga umas das outras.  Esta 
função deverá ou aumentar ou diminu i r  em todas as d i reções a partir da origem; admitirei que 
ela cresça em todas as di reções e que.  desta maneira. e la tenha um mín imo na or igem. É pre­
ciso. então . se seus quoc ientes d iferenciais de primeira e de segunda ordens forem fin itos . que 
o diferencial de primeira ordem se anule e q ue o de segunda ordem jamais se torne negativo; 
admiti rei que ele fica sempre pos it ivo. 

Esta expressão diferencial de segunda ordem f ica. então . constante quando ds é constante. 
e cresce na relação dos quadrados quando as quantidades dx e .  por consegu inte. também as 
ds variam todas juntas numa mesma relação . 

Então . esta expressão é = constante . ds2 .e .  por conseguinte . ds = raiz quadrada de uma 
função intei ra homogênea de segundo grau . sempre positiva. das quantidades dx. na qual os 
coeficientes são funções contínuas das q uantidades x. Para o espaço. se expressamos a po­
s ição do ponto em coordenadas retangu lares . obtemos :  ds = V!" (dx)2 ;  o espaço está. então .  
compreendido neste caso. o mais simples de  todos. O caso mais s imples. depois deste .  com­
preenderia variedades das quais o e lemento l inear seria expresso pela raiz q uarta de uma ex­
pressão diferencial de q uarto grau . O estudo desta classe mais geral não ex igir ia princípios es­
sencialmente diferentes mas tomaria um tempo considerável e não contribu i ria mu ito . relativa­
mente . para esclarecer a teoria do espaço. inc lusive porque os resu ltados não poderiam ser 

TranslForm/Ação . São Paulo, l I :  89 - 99 ,  1 98 8 .  



94 

expressos geometricamente . Limitar-me-ei , então , às variedades nas q uais o elemento l inear é 
�xpresso pela raiz quadrada de uma expressão diferencial de segundo grau .  Tal expressão 
pode ser transformada em outra semelhante ,  substituindo-se as n variáveis independentes por 
funções de n novas variáveis independentes .  Mas não se poderá, através deste meio , trans­
formar uma expressão qualquer em uma outra expressão qualquer, pois a expressão contém 
n . � coeficientes , que são funções arbitrárias das variáveis independentes;  ora, pela intro­
dução de novas variáveis ,  só se poderá �atisfazer n relações e ,  por conseguinte , só se poderá 
igualar n coefic ientes a quantidades dadas . Os n . ;L coeficientes restantes serão então com­
plet�ente determinados pela própria natureza da variedade que se trata de representar, e as­
sim a determinação de suas re lações métricas ex ige n . 

n21 funções do local. As variedades 
nas quais o elemento linear puder, como no plano e no espaço, se resumir à forma vY (dx)2 ,  
formam , então, somente um caso part icu lar das variedades que estudamos aqu i ;  elas merecem 
um nome especial ,  e chamare i ,  por conseguinte , as variedades nas quais o quadrado do ele­
mento linear puder se resumir a uma soma .de quadrados diferenciais completos , variedades 
planas. Para poder, agora, examinar as diversidades essenciais de todas as variedades sus­
cetíveis de serem representadas sob a forma considerada, é preciso deixar de lado as diversi­
dades provenientes do modo de representação e isto se consegue com a escolha de grande­
zas variáveis segundo um pr incípio determinado. 

§ 1 1 Para isto, imaginemos que, a partir de um ponto dado, tenhamos construído um s istema 
de l i nhas de menor d istância que passem por este ponto ;  a posição de um ponto indeterminado 
poderá ser fixada através da d i reção in ic ia l  da l inha de mais curta distância sobre a qual ele se 
encontre, e de sua d istância contada sobre esta l inha a parti r da origem e, por conseguinte, ela 
poderá ser expressa através dos produtos dxo das quantidades dx sobre esta l inha de menor 
distância e através do comprimento s desta l inha. I ntroduzamos , agora, em vez de dXo , ex­
pressões l ineares da formadas com estas quantidades e tais que o valor in icial do quadrado do 
elemento seja igual à soma dos quadrados destas expressões, de tal modo que as variáveis 
independentes sejam a grandeza s e os produtos das quantidades da, e substituamos,  final­
mente; os da pelas quantidades Xl , X2, . . .  xn, que lhes sejam proporcionais e cuja soma dos 
quadrados seja = s2. Se introduzirmos estas grandezas, para valores inf in itamente pequenos 
dos x, o quadrado do elemento l i near será = Idx2,  o termo de ordem seguinte neste quadrado 
será igual a uma função homogênea de segundo grau das n . n21 grandezas (xl dx2 -
x2dx, ) ,  (Xl dx3 - X3dxl ) ,  . . .  , isto é, ele será um inf initamente pequeno, de quarta ordem; de tal 
maneira que se obtém uma grandeza f in ita d iv id indo este termo pela soma dos quadrados dos 
lados do triângu lo i nf in itamente pequeno cujos vértices correspondam aos s istema de valores 
(O, O, O, . . .  ), (Xl , x2 , X3 , . . .  ), (dXl , dx2, dx3 , . . .  ) das variáveis .  Este termo conservará o mesmo 
valor, desde que as quantidades x e dx  estejam contidas nas mesmas formas l ineares binárias, 
ou enquanto as duas l inhas de menor d istância, desde os valores zero até os valores dx ,  f ica­
rem no mesmo elemento superf icial ;  e só depende, conseqüentemente, do local e da d i reção 
deste e lemento. Este termo é evidentemente = O quando a variedade representada for plana, 
isto é ,  quando o quadrado do elemento l inear é redutível a Idx2, e pode, conseqüentemente , 
ser considerado como a med ida da q uantidade cuja variedade se afasta da planaridade* neste 
ponto e nesta di reção superf ic ia l .  Mu lt ip l icando-o por -3/4 , ele se torna igual à quantidade que 
G auss  chamou medida de curvatura de uma superfíc ie. Para determinar as relações métricas 

• Ebenheit no orig inal .  (J . Hoüel)  
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de uma variedade de n dimensões ,  suscetível de uma representação sob a forma suposta, 
achamos, há pouco,  que n . nt- funções do local , são necessárias; se dermos , então em cada 
ponto, a medida da curvatura, segundo n . nt- direções superficiais ,  poderemos determinar, 
através delas,  as relações métricas da variedade, somente se entre estes valores não existi­
rem relações idênticas, relações que geralmente não ex istem . As relações métricas destas va­
riedades, onde o elemento l i near é representado pela raiz .quadrada de uma expressão diferen­
ciai de segundo grau , podem, desta forma, se expressar de um modo totalmente independente 
da escolha das grandezas variáve is .  Pode-se , ainda, para este fim, · segu i r  uma l inha de ação 
totalmente semelhante no caso das variedades onde o elemento l inear se expressa menos 
simplesmente, por exemplo, através da raiz quarta de uma expressão d iferencial de quarto 
grau . Então, o e lemento l i near não seria mais ,  geralmente , redutível à forma de raiz q uadrada 
de uma soma de quadrados de expressões diferenciais ,  e, por consegu inte , na expressão do 
quadrado do elemento l inear, o afastamento da l inearidade seria um inf in itamente pequeno de 
segunda ordem, enquanto , nas variedades consideradas anteriormente, este afastamento era 
um inf in itamente pequeno de quarta ordem. Esta propriedade, destas ú ltimas variedades ,  pode 
ser chamada planaridade nas partes inf in ites imais .  Mas a propriedade mais importante destas 
variedades, para nosso objetivo atual ,  e a ún ica que estudamos aqu i ,  é aquela que cons iste no 
fato das relações das variedades de duas d imensões poderem ser representadas geometrica­
mente por superfíc ies, e as razões das variedades de maior númer de dimensões poderem ser 
resumidas às razões das superfícies que elas contêm. Todavia,  isto exige uma curta expl icação. 

§ 1 1 1  Na maneira de conceber a� superfícies , nas relações métricas intrínsecas,  nas quais só 
se tem a considerar o comprimento dos caminhos traçados sobre estas superfíc ies, sempre se 
mistu ra a idé ia de sua posição relativamente aos pontos colocados fora delas . Mas pode-se fa­
zer abstração das relações externas quando submetem-se estas su perfícies a mudanças tais 
que o comprimento das l inhas que nelas estão s ituadas f iquem invariáveis ,  isto é, quando as 
supomos flexíveis sem extensão , e quando consideramos como de mesma espécie todas as 
superfícies assim obtidas . Assim, por exemplo, superfícies c i l índricas ou cônicas quaisquer 
serão v istas como equivalentes a um plano, porque elas podem ser desenvolvidas sobre ele 
por simples flexão conservando-se i nvariáveis suas relações métricas ·intrínsecas e todas as 
proposições referentes a estas relações ,  i sto é ,  continua a ex istir toda a planimetria. E las são ,  
ao  contrário, essencialmente não equivalentes à esfera, que não pode ser  desenvolvida em um 
plano . De acordo com a pesquisa anterior, as relações métricas i ntrínsecas , numa grandeza de 
duas dimensões , quando o elemento l inear pode ser expresso pela ra iz quadrada de uma ex­
pressão d iferencial de segundo grau , como acontece nas superfíc ies, são caracterizadas em 
cada ponto pela medida da curvatu ra. Pode-se dar a esta quantidade, no caso das superfícies , 
uma i nterpretação sensível aos olhos, estabelecendo o produto das duas curvaturas das su­
perfíc ies no ponto considerado, ou então, que seu produto pela soma dos ângulos internos de 
um triângu lo i nf initamente pequeno, formado de l inhas de menor d istância, é igual à metade do 
excesso da soma dos ângu los deSte triângulo,  em radianos ,  sobre dois ângulos retos .  Pela 
primeira defi nição este teorema faria supor que o produto dos dois raios de cu rvatu ra f ica i nva­
riável quando a superfície recebe uma simples flexão; pela segunda defin ição, f icaria suposto 
que para um mesmo local ,  o excesso da soma dos ângu los de um triângulo inf in itamente pe­
queno sobre dois ângulos retos é proporcional à superfície do triângulo.  Para dar uma repre­
sentação que possa ser apreendida na medida de curvatura de uma variedade de n dimensões 
de um ponto dado e seguindo uma d i reção superficial dada, passando por este ponto , deve-se 
part ir do fato que uma l inha de menor distância, partindo de um ponto , é completamente deter­
minada quando é dada sua di reção in ic ia l .  
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Partindo-se disso, obter-se-á uma superfíc ie determinada prolongando-se l inhas de menor 
d i stância, com di reções in ic iais partindo de um ponto dado e situadas sobre um elemento su­
perficial dado, e esta superfíc ie terá, no ponto dado, uma medida de curvatura determinada, q ue 
é ao mesmo tempo a medida de cu rvatura da variedade de n dimensões no ponto dado e se­
gundo a d i reção superfic ial dada. 

§ IV  Antes de passar às apl icações ao espaço , ainda é necessário apresentar algumas con­
s iderações sobre as variedades planas em geral , isto é, sobre as variedades nas quais o qua­
drado do elemento l i near pode ser representado por uma soma dos quadrados de d iferenciais 
exatas.  

Numa variedade p lana de n dimensões, a curvatura em cada ponto e em cada d i reção é nu­
la; ora, segundo a d iscussão precedente, basta saber, para determinar as relações métricas, 
que em cada ponto ela é nula segundo as n . !!f- di reções superf ic iais cujas curvaturas são in­
dependentes entre s i .  

As variedades cujas curvaturas são em qualquer lugar iguais a zero podem ser considera­
das como caso particular das variedades cuja curvatu ra é constante em qualquer lugar. ,O tra­
ço comum destas variedades cuja curvatu ra é constante é que as f iguras podem se mover ne­
las sem aumentar sua extensão. Pois é evidente que nelas as figu ras não poderiam ser sub­
metidas a translações e rotações arbitrárias se a cu rvatu ra não fosse a mesma em cada ponto 
e em todas as d i reções.  Mas, por outro lado, as relações métricas da variedade são completa­
mente determinadas pela cu rvatura; então as relações métricas em volta de um ponto e em to­
das as di reções são exatamente as mesmas que em volta de outro ponto, e por consegu inte 
pode-se, a part i r  deste ponto , exeçutar as mesmas construções ,  donde se conclu i  que, nas va­
riedades em que a cu rvatura é constante, pode-se dar às f iguras uma posição arb itrária qual­
quer .  , As relações métricas destas variedades dependem apenas do valor da cu rvatura e ,  
quanto à representação analít ica, podemos dar à expressão do elemento l inear a forma 

1 
1 � 2 . �dx2. 

+ a  x 
'4 

§ V Para esclarecer por um exemplo geométrico o que foi dito antes , consideremos as su­
perfícies de curvatura constante . É fác i l  ver que as superfícies cujas cu rvaturas sejam cons­
tantes e posit ivas podem sempre ser apl icadas sobre uma esfera cujo raio é igual à un idade di­
v id ida pela raiz q uadrada da cu rvatura, mas , para v isual izar de uma s6 vez a variedade inte ira 
destas superfíc ies,  vamos dar a uma delas a forma de uma esfera e às outras a forma de su- ,  
perfíc ies de revolução, tangenciando-as segundo o equador. 

As superfícies de maior curvatu ra que esta esfera tocarão então a esfera i nteriormente e 
tomarão uma forma semelhante à parte exterior de uma superfíc ie anelar, e mais afastada do 
eixo desta superfíc ie .  E las seriam apl icáveis sobre zonas de esferas de raio menor, mas cobri­
r iam estas zonas mais de uma vez. As superfícies de menor cu rvatu ra positiva serão obtidas 
recortando, sobre superfícies esféricas de maior raio, um fuso l imitado por dois g randes semi­
círculos, e un indo entre s i  as l inhas de i ntersecção. 

A superfície de cu rvatura nula será uma superfíc ie c i l índr ica tendo por base o equador; as 
superfíc ies de cu rvatu ra negativa tocarão este c i l indro exteriormente e terão uma forma seme­
lhante à da parte interna de uma superfície anelar, v i rada para o eixo. 

Se considerarmos estas superfíc ies como o local onde pode se mover um elemento de su­
perfíc ie, assim como o espaço é o local  onde se movem os corpos ,  o elemento de superfície se 
moverá sobre todas estas superfícies sem sofrer ampl iações. As superfícies de cu rvatura posi-
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tlva poderão sempre receber uma forma tal que os elementos de superfíc ie possam também se 
mover nelas sem flexão, e esta forma será a de uma esfera; mas isto não é mais possível no 
caso da curvatu ra negativa.  Além desta propriedade dos elementos de superfíc ie serem inde­
pendentes do local , a superfície de curvatu ra nu la possu i  também a propriedade da di reção ser 
independente do local ,  propriedade esta que não existe nas outras su perfíc ies . 

c - Aplicação ao espaço 
§ I Após este estudo sobre a determinação das relações métncas de uma grandeza de n di­
mensões, pode-se agora ind icar as condições necessárias e suf icientes para a determinação 
das relações métricas do espaço, quando admitimos como hipótese que as l inhas são inde­
pendentes de sua posição e que ' o. elemento l inear pode Ser expresso pela raiz quadrada de 
uma expressão d iferencial de segundo grau , isto é ,  q ue o espaço é uma grandeza plana nas 
suas partes i nf in itesimais .  

Elas podem primeiro se expressar desde q ue a medida de cu rvatu ra em cada ponto seja nu­
la segundo três di reções superfic ia is ,  e, por  conseguinte, as re lações métr icas do espaço 
serão determinadas se a soma dos ângu los de um triângu lo for em toda a parte igual a dois retos .  

Se supusermos , em segundo lugar ,  como Eucl ides , uma ex istência independente da po­
sição, não somente para as l i nhas mas também para os corpos ,  segue-se que a cu rvatu ra será 
sempre constante e então a soma dos ângu los será determinada, em todos os tr iângulos,  
quando ela o for em um só . 

Finalmente, poderíamos ainda, em terceiro lugar, em vez de admitir que o comprimento das 
l inhas é i ndependente do local e da di reção, supor que seu comprimento e sua d i reção sãO in­
dependentes do loca l .  Segundo este ponto de vista ,  as mudanças de local ou as d i ferenças de 
local são grandezas complex as , expressáveis por meio de três un idades i ndependentes .  

§ li No decorrer das considerações que acabamos de apresentar, separamos primeiro as re­
lações de extensão ou de região das relações métricas, e achamos que, para as mesmas re­
lações de extensão , poderíamos conceber diferentes re lações métricas ; procuramos em se­
guida os sistemas de determinações métricas simples , por meio dos quais as relações métri­
cas do espaço são completamente determinadas e em que todas as propos ições referentes a 
estas relações são conseqüências necessárias. Resta-nos agora examinar como, em que 
grau e com qual  extensão estas h ipóteses são confi rmadas pela experiência.  Sob este ponto 
de vista existe , entre as simples relações de extensão e as relações métricas, esta diferença 
essencial que, nas primei ras , onde os casos possíveis formam uma variedade discreta, os re­
su ltados da experiência nu nca são completamente certos mas não são inexatos ,  enquanto 
que, na segunda, onde os casos possíveis formam uma variedade contínua, qualquer determi­
nação da experiência é sempre inexata, não importando quão grande possa ser a probabi l idade 
de sua exatidão aproximada. Esta ci rcunstância torna-se importante quando se trata de esten­
der estas determinações empíricas além dos l imites da observação, no imensuravelmente 
grande ou no imensuravelmente pequeno, pois as segundas relações podem evidentemente se 
tornar cada vez mais inexatas assim que se sai dos l imites da observação, enquanto não 
acontece o mesmo com as primeiras . 

Quando se estendem as construções do espaço ao imensuravelmente g rande,  deve-se fa­
zer a distinção entre o i l imitado e o inf in ito; o primei ro pertence às relações de extensão, o se­
gundo às relações métricas . Que o espaço seja uma variedade i l imitada de três d imensões é 
uma hipótese que se apl ica em todas as nossas concepções do mu ndo exterior, que nos serve 
para completar a cada instante o domínio de nossas percepções efetivas e constru i r  locais 
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possíveis de um objeto procu rado, e que se encontra constantemente verificada em todas as 
suas apl icações . A propriedade do espaço ser i l imitado possu i  então uma maior certeza empí­
rica que qualquer outro dado externo da experiência. Mas a infin idade do espaço não é de ma­
neira alguma conseqüência disto; pelo contrário , se supusermos os corpos Independentes do 
local e ainda atribuírmos ao espaço uma medida de curvatura constante , o espaço seria ne­
cessariamente f in ito sempre que a cu rvatura fosse posit iva, por menor que fosse. Prolongando, 
segu indo l inhas de menor distância ,  as d ireções In ic iais situadas num elemento de superfíc ie ,  
obter-se-ia uma superfíc ie i l im itada de cu rvatu ra constante, isto é, uma su perfície que,  em uma 
variedade plana de três d imensões , tomaria forma de uma superfície esférica, e que ser ia por 
consegu inte f inita. 

. 

§ 1 1 1  As questões sobre o imensuravelmente grande são questões inúteis para a expl icação 
da natu reza. Mas a coisa é d iferente quando se trata de questões sobre o imensuravelmente 
pequeno. É sobre a exatidão com a qual  acompanhamos os fenômenos no inf in itamente pe­
queno que se baseia essencialmente nosso conhecimento de suas re lações de causal idade. 
Os progressos dos ú ltimos sécu los no conhecimento da natureza mecânica dependem quase 
un icamente da exatidão da construção que se tornou possível graças à invenção da anál ise do 
i nf in ito e aos pr incípios s imples descobertos por Àrqu imedes , por Gal i leu e por Newton e dos 
quais se ut i l iza a fís ica moderna. Mas nas Ciências Naturais , onde os pr incípios simples ainda 
faltam para tais  construções ,  procura-se reconhecer a relação de causal idade seguindo os 
fenômenos de extensão mu ito peq uena, tão longe quanto o permita o microscópio. As questões 
sobre as relações métricas do espaço no Imensuravelmente pequeno não são então questões 
su pérfluas.  

Se s upusermos que os corpos existem independentemente do local ,  a medida de curvatura 
é ,  em qualquer lugar, constante e resu lta então, das med idas astronômicas, que ela não pode 
ser d i ferente de zero; em todos os casos seria necessário q ue seu valor recíproco (raio) fosse 
uma grandeza em presença da q ual o alcance de nossos telescópios fosse como que nulo .  
Mas se esta i ndependência entre os corpos e o local não existe , e sendo então reconhecidas 
relações métricas no inf initamente grande, não se pode conclu i r  nada para as relações métri­
cas do i nfin i tamente pequeno; então a cu rvatura de cada ponto pode ter, segundo três di­
reções,  um valor arbitrário , na éondição de que a curvatu ra total de qualquer porção mensurá­
vel do espaço não seja sensivelmente d iferente de zero; podem ser introduzidas relações ainda 
mais complicadas , quando não se supõe mais, que o elemento l i near possa ser representado 
pela raiz quadrada de uma expressão d iferencial de segundo grau . Ora, parece que os concei­
tos empíricos sobre os quais são fundamentadas as determinações métricas da extensão, o 
conceito de corpo sól ido e do raio luminoso param de ex istir no inf in itamente pequeno. 

É então perfeitamente legítimo su por que as relações métricas do espaço no inf in itamente 
pequeno não são conformes às h ipóteses da geometria, e é o que se deveria efetivamente ad­
miti r ,  a parti r do momento em que se obteria daí uma expl icação mais simples dos fenômenos .  

A questão d a  val idade das hipóteses da geometria n o  inf in itamente pequeno está l igada à 
questão do pr incípio íntimo das relações métricas do espaço. "  Nesta ú ltima questão , que pode­
mos ainda ver como pertencente à doutrina do espaço, achamos a apl icação do comentário 
precedente que ,  numa variedade d iscreta, o pr incípio das relações métricas já está contido no 
conceito desta variedade �mquanto que ,  numa variedade contínua, este pr incípio deve VIr de 
outro lugar. É preciso, então,  ou que a real idade sobre a qual é fundado o espaço forme uma 
variedade d iscreta ou que o fundamento das relações métncas seja procurado fora dele ,  nas 
forças de l igação que agem sobre ele . 
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A resposta a estas questões só pOde ser obtida partindo-se da concepção dos fenômenos, 
verificada até então pela experiência, e que Newton tomou por base, e trazendo a esta con­
cepção as modificações sucessivas exigidas pelos fatos que ela não pode expl icar. Pesquisas 
partindo de conceitos gerais ,  como o estudo que acabamos de fazer, não podem ter outra uti l i ­
dade que aquela de imped i r  que este trabalho seja prejudicado por v isões mu ito estreitas,  e que 
o progresso no conhecimento da dependência mútua das coisas não encontre um obstácu lo 
nos preconce itos trad ic ionais . 

I sto nos leva ao campo de uma outra ciência, ao campo da Fís ica que foge do objetivo deste 
trabalho. 
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