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TRADUGCAO/TRANSLATION
SOBRE AS HIPOTESES QUE SERVEM DE FUNDAMENTO A GEOMETRIA*

Georg Friedrich RIEMANN (1826-1866)**
Tradugao do francés e introducao de Carlos Antonio Medeiros SALDANHA***

NOTA INTRODUTORIA

Na extensa bibliografia sobre a evolu¢cao do.pensamento cientifico, geraimente um capitulo
especial é dedicado a exploragdo da seqiiéncia de eventos que, a partir do século XVIII, culmi-
naram com a apresentacao da Teoria da Relatividade Especial e Geral, respectivamente, em
1905 e 1916, por Albert Einstein.

A Tedria da Relatividade Geral teve uma enorme repercussao na Ciéncia nao s6 devido a
sua maior beleza e elegancia ao descrever os fendbmenos gravitacionais, mas também porque
deu um impulso novo e vigoroso a Cosmologia.

O modelo cosmoldgico newtoniano durante quase duzentos anos permanecera intocavel.
As concepgdes fundamentais de tempo e espago absolutos eram consideradas inquestiona-
veis. E a lei da Gravitacdo de Isaac Newton respondia e maravilhava o espirito da época, ao
explicar com tanta simplicidade a “Mecénica Celeste”.

Com as Teorias da Relatividade Especial e Geral, dois gigantescos passos foram dados,
trazendo, praticamente, uma nova visdo da natureza. Com o primeiro passo, a Teoria Especial
acaba com a separagéo do espago e do tempo, como categorias distintas. Espago e tempo
s&o indissociaveis e formam o chamado “continuum” espacio-temporal, onde ocorrem 0s
eventos do mundo. A Teoria Geral vai além. Adota o “continuum” espacio-temporal e associa a
matéria a gravitacdo. Essa dupla associacao traduz o fato de que o campo gravitacional deter-
mina as relagdes métricas do “continuum” espacio-temporal. Conclusdo notavel que modifica
crengas arraigadas e coloca em cheque 0 senso comum.

Paraessa conclusao genial de Albert. Einstein, muito contribuiu o trabalho de Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866) que, ao generalizar a teoria das superficies curvas de Gauss

* Este memorial foi lido pelo autor em 10 de junho de 1854 por ocasido de suas provas de admisséo a Facul-
dade de Filosofia de Géttingen. Assim se explica a forma de sua exposi¢do, onde as pesquisas analiticas sao
somente indicadas.

** Sur les hypothéses que servent de fondement a la géométrie. Memoire de la Société Royale des Sciences de
Géttingen, 1867. t. Xlll, p. 272. In: Oeuvres Mathématiques de Riemann. Traduit par J. Holel. 2. ed. Paris,
Librairie Scientifique Téchnique Albert Blanchard, 1968. p. 280-299.
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a espagos “n” dimensionais, teve, segundo as palavras do préprio Einstein, “a visao profética
do significado fisico dessa generalizagcao da geometria Euclidiana”.

A observacgéo do fato de que os raios luminosos e 0s corpos livres se deslocam retilinear-
mente, quando referidos a um determinado sistema de referéncia, indicava para Riemann que o
espago ndo é amorfo. Ao contrério, deveria possuir uma estrutura propria, ou campo métrico,
em analogia aos campos elétricos e magnéticos. Esse campo métrico, espalhando-se por todo
0 espaco, teria como causa fisica a matéria do Universo.

Essa foi a “viséo profética” anunciada por Riemann em sua Aula Inaugural, em 10 de junho de
1854, na Universidade de Géttingen, ao apresentar a dissertagao “Sobre as Hipéteses que Ser-
vem de Base a Geometria”. Quando na dissertacdo examina a hip6tese de Euclides, segundo a
qual tanto as linhas como os corpos tém uma existéncia independente da posicao, esté de fato
langando, indiretamente, as primerras idéias de uma concepgao inteiramente nova do espaco.

Talvez essa Aula InaugUraI tenha sido o evento mais importante no desenvolvimento da
Teoria Geral da Relatividade.

PLANO DESTE ESTUDO

Sabe-se que a geometria admite como dados preliminares nao somente o conceito do espa-
¢o, mas também as primeiras idéias fundamentais das constru¢cdes no espaco. Destes concei-
tos ela s6 da definigées nominais, as determinagdes essenciais introduzindo-se sob forma de
axiomas. As relacdes mutuas destes dados primitivos ficam envoltas em mistério, ndo se per-
cebe bem se elas s@o obrigatoriamente ligadas entre si, nem até que ponto elas 0 sdo, nem
mesmo “a priori” se elas o podem ser.

Desde Euclides até Legendre, para citar apenas o mais ilustre dos reformadores modernos
da Geometria, ninguém, nem dentre os matematicos, nem dentre os filésofos, conseguiu escla-
recer este mistério. A razdo disto é que o conceito geral das grandezas de dimensdes multi-
plas, compreendendo como caso particular as grandezas extensas, nunca foi objeto de qual-
quer estudo. Em consequéncia, coloquei-me primeiro o problema de construir, partindo do con-
ceito geral de grandeza, o conceito de uma grandeza de mudltiplas dimensdes. Parecera desta
forma que uma grandeza de multiplas dimensdes pode ter diferentes relagoes métricas e que o
espago &, por conseguinte, somente um caso particular de uma grandeza de trés dimensoes.
Ora, decorre necessariamente deste fato que as proposicdes da Geometria ndo podem ser de-
duzidas dos conceitos gerais de grandeza, mas que as propriedades, pelas quais 0 espago se
distingue de qualquer outra grandeza imaginavel de trés dimensdes, sé podem ser tomadas da
experiéncia. Dai o problema de se procurar (ou pesquisar) os fatos mais simples através dos
quais se possam estabelecer as relacdes métricas do espago, problema que, pela prépria natu-
reza do objeto, ndo estd completamente determinado, pois podem-se indicar vérios sistemas
de fatos simples, suficientes para a determinacao de relagdes métricas do espaco.

O mais importante, para nosso atual objetivo, é aquele que Euclides tomou como base. Es-
ses fatos, como todos os fatos possiveis, ndo sdo necessarios. S6 tém uma certeza empirica,
sdo hipéteses. Pode-se, entdo, estudar sua probabllidade, que é certamente consideravel nos
limites de observacao, e julgar, a partir disto, 0 grau de seguranga de estender-se esses fatos
fora desses limites, tanto no sentido dos imensuravelmente grandes quanto no dos imensura-
velmente pequenos.

A - Conceito de uma grandeza de n dimensées
Tentando agora tratar do primeiro destes problemas, referente ao desenvolvimento do con-
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ceito de uma grandeza de dimensdes miiltiplas, eu me vejo na obrigagdo de pedir a indulgén- ...
dos leitores por ndo ser perito em trabalhos filoséficos desta natureza, cuja dificuldade se en-
contra mais na concep¢ao do que na construgéo, e porque, com excegao de algumas breves
indicagdes dadas pelo Sr. Gauss em seu segundo memorial sobre os residuos biquadraticos,
nos Gelehrte Anzeigen de Géttingen e em seu memorial de jubileu, e com excesséo de algu-
mas pesquisas filoséficas de Herbart, ndo pude me apoiar em nenhum trabalho anterior.

§ | Os conceitos de grandeza s6 sao possiveis desde que exista um conceito geral que
permita diferentes modos de determinagédo. Segundo a possibilidade, ou nao, de passar de um
destes modos de determinagdo a um outro de maneira continua, eles formam uma variedade
continua ou uma variedade discreta; no primeiro caso, 0 modo de determinagdo se chama pon-
to e no segundo, um elemento desta variedade. Os conceitos cujos modos de determina¢ao
formam uma variedade discreta sao tao freqlientes que, dados objetos quaisquer, sempre exis-
tird, pelo menos nas linguas cultas, um conceito que os compreenda (e os matematicos esta-
vam conseqlentemente no seu direito, na teoria das grandezas discretas, quando-tomavam
como ponto de partida a condicao de que os objetos dados sejam considerados da mesma
espécie). Pelo contrério, as ocasides que podem fazer nascer conceitos, cujos modos de de-
terminacao formam uma variedade continua, sao tao raras na vida comum que os locais dos
objetos sensiveis e as cores sao praticamente os Gnicos conceitos simples cujos modos de
determinagao formam uma variedade de véarias dimensdes. Somente nas altas matematicas
as ocasides para a formagao e o desenvolvimento destes conceitos se tornam mais freqlientes.

Uma parte de uma variedade, separada do resto por uma marca ou por um limite, é chama-
da quantum. A comparagao dos quanta, do ponto de vista da quantidade, é feita, para as gran-
dezas continuas, por meio de medi¢cao. A medi¢ao consiste em superposi¢ao de grandezas a
serem comparadas. E preciso, entdao, para medir, ter um meio de transportar a grandeza que
serve de medida padrao (étalon) para as outras. Se faltar este meio, ndo sera possivel compa-
rar duas grandezas entre si a menos que uma delas seja parte da outra, e neste caso s6 se
podera decidir a questdao do maior ou do menor, e nao a da relagdo numérica. As pesquisas
que tal caso pode originar formam uma &rea geral da teoria das grandezas, independente de
determinagbes métricas e na qual elas nao sao consideradas enquanto existentes independen-
temente da posigao, nem expressaveis por meio de uma unidade, mas como regides dentro de
uma variedade. Tais pesquisas se tornaram necessarias em varias partes da matematica, no-
tadamente para o estudo das fungbes analiticas com vérios valores, e é principalmente devido
as suas imperfeicdes que o célebre teorema de Abel, bem como os trabalhos de Lagrange, de
Pfaff, de Jacobi, sobre a teoria geral das equagdes diferenciais, ficaram tanto tempo estéreis.
Nesta area geral da teoria das grandezas, onde nao se supde nada mais do que ja esta incluido
no conceito destas grandezas, nos bastard, para nosso atual objeto, estudar dois pontos que
sao correlatos: o primeiro, a geragao do conceito de uma variedade de vérias dimensdes; o se-
gundo, o meio de transformar as determinagdes de local de uma variedade dada, em determi-
nagdes de quantidade, e é este Ultimo ponto que deve mostrar claramente o carater essencial
de um estudo de n dmensoes.

§ Il Dado um conceito cujos modos de determinagdo formam uma variedade continua, se
passarmos, segundo determinada maneira, de um modo de determinagao a outro, os modos de
determinagao percorridos formarao uma variedade extensa num sé sentido, cujo caréter es-
sencial é que, nesta variedade, s6 se pode, partindo de um ponto, avancar, de maneira conti-
nua, em duas diregbes: para frente e para tras. Imaginemos, agora, que esta variedade seja
transportada, por sua vez, sobre outra variedade completamente distinta, isto também de uma
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maneira determinada, isto &, tanto que cada um de seus pontos se transporte para um ponto
determinado de outra variedade; o conjunto dos modos de determinagao assim obtidos formara
uma variedade de duas dimensodes. Obter-se-a4 de maneira semelhante uma variedade de trés
dimensodes se se imaginar que uma variedade de duas dimensodes se transporte de uma manei-
ra determinada sobre outra completamente distinta; é facil ver como se pode continuar esta
construgdo. Se, em vez de considerar o conceito como determinavel, considerarmos seu obje-
tivo como variavel, poderemos designar esta construgdo como a composigao de uma variabili-
dade de n dimensoes.

§ Il Vou mostrar, agora, reciprocamente, como uma variabilidade, cujo campo é dado, pode
ser decomposta em uma variabilidade de uma dimensao e uma variabilidade de um nimero de
dimensdes menores. Imaginemos, para isto, uma porgao varidvel de uma variedade de uma
dimensao, contada a partir de um ponto fixo, de modo que seus valores sejam compardaveis en-
tre si; suponhamos que esta porcdo tenha, para cada ponto da variedade dada, um valor de-
terminado, mudando com este ponto de um maneira continua, ou, em outros termos, imagine-
mos, no interior da variedade dada, uma funcao continua do local, fungdo que ndo seja cons-
tante @o longo de uma porgao desta variedade. Qualquer sistema de pontos, para o qual a
funcdo tem um valor constante, forma entdo uma variedade continua de um nimero menor de
dimensdes que a variedade dada.

Estas variedades, quando fazemos variar a fungao, se transformam de maneira continua
umas nas outras; poderemos, entao, admitir que uma dentre elas gera as outras, e isto podera
acontecer, falando em geral, de tal modo que cada ponto de uma delas se transporte para um
ponto determinado da outra. Os casos de excegéo, cujo estudo é importante, podem aqui ser
deixados de lado. Dai, a determinagéo de local numa variedade dada se resume a uma deter-
minagao de local numa variedade de menor nimero de dimensdes. Ora, é facil mostrar que es-
ta dltima variedade tem n-1 dimensdes quando a variedade dada tiver n. Repetindo n vezes es-
te processo, a determinagao de local numa variedade de n dimensdes se resumira a n determi-
nagoes de grandezas e assim a determinagao de local em uma variedade dada, quando isto for
possivel, se reduz a um numero finito de determinagdes de quantidade. Todavia, ha também
variedades nas quais a determinacgédo de local exige ndo mais um niimero finito mas ou uma sé-
rie infinita ou uma variedade continua de determinagdes de grandeza.

Assim sao, por exemplo, as variedades formadas pelas determinagdes possivels de uma
funcao em uma regiao dada, pelas formas possiveis de uma figura do espaco, etc.

B — Relacbes métricas das quais pode depender uma variedade de n dimensées, na
hipotese onde as linhas possuem um comprimento, independentemente de sua po-
sicao, e onde qualquer linha pode assim ser medida por qualquer outra linha.

Ap0s ter construido o conceito de uma variedade de n dimensdes e encontrado, como trago
essencial desta variedade, esta propriedade que diz que a determinacao de local, nela, pode
ser resumida a n determinagdes de grandeza, chegamos ao segundo problema exposto acima
— saber do estudo das relagbes métricas, das quais tal variedade é suscetivel, e das con-
dicdes suficientes para a determinacao destas relagoes métricas. Estas relagdes métricas sé
podem ser estudadas em conceitos abstratos de grandeza e sua dependéncia s6 pode ser re-
presentada por féormulas. Entretanto, em certas hipoteses, elas podem ser decompostas em re-
lagcbes que, tomadas separadamente, podem ser representadas geometricamente, e, a partir
dai, se torna possivel expressar, geometricamente, os resultados do calculo. Assim, para se
chegar a algo mais objetivo, nao se pode, é verdade, evitar nas formulas as consideracoes
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abstratas, embora os resultados do célculo possam ser em seguida representados sob forma
geométrica. Os fundamentos destas duas partes da questao estao estabelecidos no famoso
memorial do Sr. Gauss: Disquisitiones generales circa-superficies curvas.

§ | As determinagbes métricas exigem a independéncia entre as grandezas e os locais, 0
que pode ser realizado de véarias maneiras. A hipotese que aparece primeiro, e que desenvol-
verei aqui, € aquela em que o comprimento das linhas é independente de sua posigao e, por
conseguinte, cada linha pode ser medida por outra.

Sendo a determinacéo do local feita através das determinagdes de grandezas, e a posigéo
de um ponto na variedade de n dimensdes sendo, por conseguinte, expressa por meio de n
grandezas X;, X5, Xs..., X, a determinagao de uma linha se resumir4 ao fato das quantidades x
serem dadas como fungdes de uma varidvel. O problema consiste, entdo, em estabelecer uma
expressdao matematica do comprimento de uma linha, e, para isto, devem-se considerar as
quantidades x como expressaveis em unidades. So tratarei este problema sob certas res-
tricdes, e me limitarei, em principio, as linhas nas quais as relagdes entre os crescimentos dx
das varidveis x correspondentes variem de maneira continua. Pode-se entdo coneeber as li-
nhas decompostas em elementos, na extensao dos quais as relagdes das quantidades dx
possam ser vistas como constantes, e 0 problema se resume, entdo, em estabelecer, para ca-
da ponto, uma expressao geral do elemento linear ds partindo deste ponto, expressao esta que
conter4 assim as quantidades x e as quantidades dx. Admitirei, em segundo lugar, que o com-
primento do elemento linear, fazendo-se abstracdo das quantidades de segunda ordem, se
mantém invaridvel quando todos os pontos deste elemento sdo submetidos a um deslocamento
infinitamente pequeno, o que implica ao mesmo tempo que, se todas as quantidades dx cresce-
rem numa mesma relacdo, o elemento linear variar4 igualmente nesta mesma relagdo. Estas
hipéteses estando admitidas, o elemento linear podera ser uma fung@o homogénea qualquer de
primeiro grau das quantidades dx, que ficara invariavel quando se mudarem os sinais de todas
as quantidades dx, e na qual as constantes arbitrérias serao fungdes continuas das quantida-
des x. Para encontrar os casos mais simples, procurarei, primeiro, uma expressao para as va-
riedades de n-1 dimensdes que sejam, em qualquer lugar, equidistantes da origem do elemento
linear; 1sto &, procurarei uma funcdo continua do local que as distinga umas das outras. Esta
fungao deverd ou aumentar ou diminuir em todas as diregbes a partir da origem; admitirei que
ela cresga em todas as diregbes e que, desta maneira, ela tenha um minimo na origem. E pre-
ciso, entdo, se seus quocientes diferenciais de primeira e de segunda ordens forem finitos, que
o diferencial de primeira ordem se anule e que o de segunda ordem jamais se torne negativo;
admitirei que ele fica sempre positivo.

Esta expressao diferencial de segunda ordem fica, entdo, constante quando ds é constante,
e cresce na relagdo dos quadrados quando as quantidades dx e, por conseguinte, também as
ds variam todas juntas numa mesma relagao.

Ent3o, esta expressdo & = constante . ds? e, por conseguinte, ds = raiz quadrada de uma
fungao inteira homogénea de segundo grau, sempre positiva, das quantidades dx, na qual os
coeficientes sao fungdes continuas das quantidades x. Para o espago, se expressamos a po-
sicdo do ponto em coordenadas retangulares, obtemos: ds = V= (dx)? o espago est4, entao,
compreendido neste caso, o mais simples de todos. O caso mais simples, depois deste, com-
preenderia variedades das quais 0 elemento linear seria expresso pela raiz quarta de uma ex-
pressao diferencial de quarto grau. O estudo desta classe mais geral ndo exigiria principios es-
sencialmente diferentes mas tomaria um tempo consideravel e nao contribuiria muito, relativa-
mente, para esclarecer a teoria do espaco, inclusive porque os resultados ndo poderiam ser
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expressos geometricamente. Limitar-me-ei, entao, as variedades nas quais o elemento linear é
expresso pela raiz quadrada de uma expressao diferencial de segundo grau. Tal expressao
pode ser transformada em outra semelhante, substituindo-se as n variaveis independentes por
fungdes de n novas varidveis independentes. Mas nao se poder4, através deste meio, trans-
formar uma expressao qualquer em uma outra expressao qualquer, pois a expressao contém
n % coeficientes, que sao fungdes arbitrérias das varidveis independentes; ora, pela intro-
dugao de novas varidveis, s6 se poderé satisfazer n relagdes e, por conseguinte, s6 se poderé
igualar n coeficientes a quantidades dadas. Os n . 321— coeficientes restantes serao entao com-
pletamente determinados pela propria natureza da variedade que se trata de representar, e as-
sim a determinagao de suas relagbes métricas exige n 121— fungbes do local. As variedades
nas quais o elemento linear puder, como no plano e no espaco, se resumir & forma V'Z (dx)?,
formam, entdo, somente um caso particular das variedades que estudamos aqui; elas merecem
um nome especial, e chamarei, por conseguinte, as variedades nas quais o quadrado do ele-
mento linear puder se resumir a uma soma de quadrados diferenciais completos, variedades
planas. Para poder, agora, examinar as diversidades essenciais de todas as variedades sus-
cetiveis de serem representadas sob a forma considerada, é preciso deixar de lado as diversi-
dades provenientes do modo de representagao e isto se consegue com a escolha de grande-
zas variaveis segundo um principio determinado.

§ I Para isto, imaginemos que, a partir de um ponto dado, tenhamos construido um sistema
de linhas de menor distancia que passem por este ponto; a posi¢ao de um ponto indeterminado
podera ser fixada através da diregao inicial da linha de mais curta distancia sobre a qual ele se
encontre, e de sua distancia contada sobre esta linha a partir da origem e, por conseguinte, ela
podera ser expressa através dos produtos dx° das quantidades dx sobre esta linha de menor
distancia e através do comprimento s desta linha. Introduzamos, agora, em vez de dx® ex-
pressoes lineares da formadas com estas quantidades e tais que o valor inicial do quadrado do
elemento seja igual @ soma dos quadrados destas expressdes, de tal modo que as variaveis
independentes sejam a grandeza s e os produtos das quantidades da, e substituamos, final-
mente, 0s da pelas quantidades x4, X,, ...Xn, que lhes sejam proporcionais e cuja soma dos
quadrados seja = s Se introduzirmos estas grandezas, para valores infinitamente pequenos
dos x, o quadrado do elemento linear sera = 3.dx2, o termo de ordem seguinte neste quadrado
serd igual a uma fungdo homogénea de segundo grau dasn % grandezas (xqdx2 —
XodXy), (x4dx3 — X3dx4), ..., isto &, ele sera um infinitamente pequeno, de quarta ordem; de tal
maneira que se obtém uma grandeza finita dividindo este termo pela soma dos quadrados dos
lados do triangulo infinitamente pequeno cujos vértices correspondam aos sistema de valores
(0, 0, 0, ...), (Xg, Xz, Xa, -..), (dXy, dXp, dXs, ...) das varidveis. Este termo conservara o mesmo
valor, desde que as quantidades x e dx estejam contidas nas mesmas formas lineares binérias,
ou enquanto as duas linhas de menor distancia, desde os valores zero até os valores dx, fica-
rem no mesmo elemento superficial; e s6 depende, conseqlientemente, do local e da direcao
deste elemento. Este termo é evidentemente = 0 quando a variedade representada for plana,
isto &, quando o quadrado do elemento linear é redutivel a 3dx?, e pode, conseqgiientemente,
ser considerado como a medida da quantidade cuja variedade se afasta da planaridade™ neste
ponto e nesta diregao superficial. Multiplicando-o por —3/4, ele se torna igual & quantidade que
Gauss chamou medida de curvatura de uma superficie. Para determinar as relagdes métricas

* Ebenheit no original. (J. Hotel)
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de uma variedade de n dimensdes, suscetivel de uma representagao sob a forma suposta,
achamos, ha pouco, que n "—21— fungdes do local, sao necessérias; se dermos, entdo em cada
ponto, a medida da curvatura, segundo n "—21— diregdes superficiais, poderemos determinar,
através delas, as relagdes métricas da variedade, somente se entre estes valores nao existi-
rem relacdes idénticas, relacdes que geralmente nao existem. As relagdes métricas destas va-
riedades, onde o elemento linear é representado pela raiz.quadrada de uma expressao diferen-
cial de segundo grau, podem, desta forma, se expressar de um modo totalmente independente
da escolha das grandezas varidveis. Pode-se, ainda, para este fim, seguir uma linha de agao
totaimente semelhante no caso das variedades onde o elemento linear se expressa menos
simplesmente, por exemplo, através da raiz quarta de uma expressao diferencial de quarto
grau. Entao, o elemento linear nao seria mais, geralmente, redutivel & forma de raiz quadrada
de uma soma de quadrados de expressoes diferenciais, e, por conseguinte, na expressao do
quadrado do elemento linear, o afastamento da linearidade seria um infinitamente pequeno de
segunda ordem, enquanto, nas variedades consideradas anteriormente, este afastamento era
um infinitamente pequeno de quarta ordem. Esta propriedade, destas Ultimas variedades, pode
ser chamada planaridade nas partes infinitesimais. Mas a propriedade mais importante destas
variedades, para nosso objetivo atual, e a Unica que estudamos aqui, € aquela que consiste no
fato das relagdes das variedades de duas dimensdes poderem ser representadas geometrica-
mente por superficies, e as razdes das variedades de maior nimer de dimensdes poderem ser
resumidas as razoes das superficies que elas contém. Todavia, isto exige uma curta explicagao.

§ Il Na maneira de conceber as superficies, nas relagdes métricas intrinsecas, nas quais sé
se tem a considerar o comprimento dos caminhos tragcados sobre estas superficies, sempre se
mistura a idéia de sua posigao relativdmente aos pontos colocados fora delas. Mas pode-se fa-
zer abstragao das relacdes externas quando submetem-se estas superficies a mudangas tais
que o comprimento das linhas que nelas estao situadas fiquem invariaveis, isto é, quando as
supomos flexiveis sem extensdo, e quando consideramos como de mesma espécie todas as
superficies assim obtidas. Assim, por exemplo, superficies cilindricas ou cbnicas quaisquer
serao vistas como equivalentes a um plano, porque elas podem ser desenvolvidas sobre ele
por simples flexao conservando-se invariaveis suas relagdes métricas intrinsecas e todas as
proposigoes referentes a estas relagdes, isto é, continua a existir toda a planimetria. Elas séo,
ao contréario, essencialmente nao equivalentes a esfera, que nao pode ser desenvolvida em um
plano. De acordo com a pesquisa anterior, as relagdes métricas intrinsecas, numa grandeza de
duas dimensobes, quando o elemento linear pode ser expresso pela raiz quadrada de uma ex-
pressao diferencial de segundo grau, como acontece nas superficies, sao caracterizadas em
cada ponto pela medida da curvatura. Pode-se dar a esta quantidade, no caso das superficies,
uma interpretagao sensivel aos olhos, estabelecendo o produto das duas curvaturas das su-
perficies no ponto considerado, ou entdo, que seu produto pela soma dos angulos internos de
um tridngulo infinitamente pequeno, formado de linhas de menor distancia, é igual a metade do
excesso da soma dos angulos deste triangulo, em radianos, sobre dois angulos retos. Pela
primeira definicdo este teorema faria supor que o produto dos dois raios de curvatura fica inva-
riavel quando a superficie recebe uma simples flexao; pela segunda definicéo, ficaria suposto
que para um mesmo local, 0 excesso da soma dos angulos de um triangulo infinitamente pe-
queno sobre dois angulos retos é proporcional & superficie do tridngulo. Para dar uma repre-
sentacao que possa ser apreendida na medida de curvatura de uma variedade de n dimensoes
de um ponto dado e seguindo uma dire¢ao superficial dada, passando por este ponto, deve-se
partir do fato que uma linha de menor distancia, partindo de um ponto, é completamente deter-
minada quando é dada sua direcao inicial.
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Partindo-se disso, obter-se-4 uma superficie determinada prolongando-se linhas de menor
distancia, com dire¢des iniciais partindo de um ponto dado e situadas sobre um elemento su-
perficial dado, e esta superficie terd, no ponto dado, uma medida de curvatura determinada, que
é ao mesmo tempo a medida de curvatura da variedade de n dmensdes no ponto dado e se-
gundo a diregao superficial dada.

§ IV Antes de passar as aplicagdes ao espago, ainda é necessario apresentar algumas con-
sideracdes sobre as variedades planas em geral, isto é, sobre as variedades nas quais 0 qua-
drado do elemento linear pode ser representado por uma soma dos quadrados de diferenciais
exatas.

Numa variedade plana de n dimensdes, a curvatura em cada ponto e em cada diregcao € nu-
la; ora, segundo a discussao precedente, basta saber, para determinar as relagdes métricas,
que em cada ponto ela é nula segundo as n % diregdes superficiais cujas curvaturas sao in-
dependentes entre si.

As variedades cujas curvaturas sao em qualquer lugar iguais a zero podem ser considera-
das como caso particular das variedades cuja curvatura é constante em qualquer lugar.-O tra-
¢o comum destas variedades cuja curvatura é constante é que as figuras podem se mover ne-
las sem aumentar sua extensao. Pois € evidente que nelas as figuras nao poderiam ser sub-
metidas a translagdes e rotagdes arbitrarias se a curvatura nao fosse a mesma em cada ponto
e em todas as direcoes. Mas, por outro lado, as relagdes métricas da variedade sao completa-
mente determinadas pela curvatura; entao as relagdes métricas em volta de um ponto e em to-
das as diregOes sao exatamente as mesmas que em volta de outro ponto, e por conseguinte
pode-se, a partir deste ponto, executar as mesmas construcdes, donde se conclui que, nas va-
riedades em que a curvatura é constante, pode-se dar as figuras uma posicéo arbitraria qual-
quer. .As relagbes meétricas destas variedades dependem apenas do valor da curvatura e,
quanto a representacdo analitica, podemos dar a expressdo do elemento linear a forma

2
Tra e VI

§ V Para esclarecer por um exemplo geométrico o que foi dito antes, consideremos as su-
perficies de curvatura constante. E facil ver que as superficies cujas curvaturas sejam cons-
tantes e positivas podem sempre ser aplicadas sobre uma esfera cujo raio é igual & unidade di-
vidida pela raiz quadrada da curvatura, mas, para visualizar de uma s6 vez a variedade inteira
destas superficies, vamos dar a uma delas a forma de uma esfera e as outras a forma de su-,
perficies de revolugao, tangenciando-as segundo o equador.

As superficies de maior curvatura que esta esfera tocardo entdo a esfera interiormente e
tomarao uma forma semelhante a parte exterior de uma superficie anelar, e mais afastada do
eixo desta superficie. Elas seriam aplicaveis sobre zonas de esferas de raio menor, mas cobri-
riam estas zonas mais de uma vez. As superficies de menor curvatura positiva serdo obtidas
recortando, sobre superficies esféricas de maior raio, um fuso limitado por dois grandes semi-
circulos, e unindo entre si as linhas de intersecgao.

A superficie de curvatura nula serd uma superficie cilindrica tendo por base o equador; as
superficies de curvatura negativa tocarao este cilindro exteriormente e terao uma forma seme-
Ihante a da parte interna de uma superficie anelar, virada para o eixo.

Se considerarmos estas superficies como o local onde pode se mover um elemento de su-
perficie, assim como o espago é o localonde se movem o0s corpos, o elemento de superficie se
movera sobre todas estas superficies sem sofrer ampliacdes. As superficies de curvatura posi-
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tiva poderdo sempre receber uma forma tal que os elementos de superficie possam também se
mover nelas sem flexdo, e esta forma serd a de uma esfera; mas isto ndo € mais possivel no
caso da curvatura negativa. Além desta propriedade dos elementos de superficie serem inde-
pendentes do local, a superficie de curvatura nula possui também a propriedade da diregcao ser
independente do local, propriedade esta que nao existe nas outras superficies.

C - Aplicacao ao espaco

§ | Apds este estudo sobre a determinacédo das relagdbes métricas de uma grandeza de n di-
mens0des, pode-se agora indicar as condi¢oes necessérias e suficientes para a determinagao
das relagdes métricas do espago, quando admitimos como hip6tese que as linhas sao inde-
pendentes de sua posi¢do e que o elemento linear pode Ser expresso pela raiz quadrada de
uma expressao diferencial de segundo grau, isto €, que o espaco é uma grandeza plana nas
suas partes infinitesimais.

Elas podem primeiro se expressar desde que a medida de curvatura em cada ponto seja nu-
la segundo trés diregdes superficiais, e, por conseguinte, as relagdes métricas do espacgo
serdo determinadas se a soma dos angulos de um tridangulo for em toda a parte igual a dois retos.

Se supusermos, em segundo lugar, como Euclides, uma existéncia independente da po-
sicao, nao somente para as linhas mas também para os corpos, segue-se que a curvatura sera
sempre constante e entdo a soma dos angulos serd determinada, em todos os tridngulos,
quando ela o forem um s6.

Finalmente, poderiamos ainda, em terceiro lugar, em vez de admitir que 0 comprimento das
linhas é independente do local e da diregcdo, supor que seu comprimento e sua direcao sag in-
dependentes do local. Segundo este ponto de vista, as mudangas de local ou as diferengas de
local sdo grandezas complexas, expressaveis por meio de trés unidades independentes.

§ 0 No decorrer das consideragdes que acabamos de apresentar, separamos primeiro as re-
lacdes de extensao ou de regido das relagdes métricas, e achamos que, para as mesmas re-
lagbes de extensdo, poderiamos conceber diferentes relacdes métricas; procuramos em se-
guida os sistemas de determina¢des métricas simples, por meio dos quais as relagbes métri-
cas do espago sao completamente determinadas e em que todas as proposi¢oes referentes a
estas relagbes sdo conseqliéncias necessarias. Resta-nos agora examinar como, em que
grau e com qual extensao estas hipéteses sdo confirmadas pela experiéncia. Sob este ponto
de vista existe, entre as simples relagcoes de extensdo e as relagbes métricas, esta diferenca
essencial que, nas primeiras, onde 0s casos possiveis formam uma variedade discreta, os re-
sultados da experiéncia nunca sdo completamente certos mas nao sao inexatos, enquanto
que, na segunda, onde 0s casos possiveis formam uma variedade continua, qualquer determi-
nacao da experiéncia &€ sempre inexata, nao importando quao grande possa ser a probabilidade
de sua exatidao aproximada. Esta circunstancia torna-se importante quando se trata de esten-
der estas determinagbes empiricas além dos limites da observagao, no imensuravelmente
grande ou no imensuravelmente pequeno, pois as segundas relagdes podem evidentemente se
tornar cada vez mais inexatas assim que se sai dos limites da observagado, enquanto nao
acontece 0 mesmo com as primeiras.

Quando se estendem as constru¢des do espago ao imensuravelmente grande, deve-se fa-
zer a distingao entre o ilimitado e o infinito; o primeiro pertence as relagdes de extensao, o se-
gundo as relacdes métricas. Que o espaco seja uma variedade ilimitada de trés dimensodes é
uma hipotese que se aplica em todas as nossas concepgdes do mundo exterior, que nos serve
para completar a cada instante o dominio de nossas percepgdes efetivas e construir locais
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possiveis de um objeto procurado, e que se encontra constantemente verificada em todas as
suas aplicagoes. A propriedade do espaco ser ilimitado possui entao uma maior certeza empi-
rica que qualquer outro dado externo da experiéncia. Mas a infinidade do espago nao é de ma-
neira alguma consequéncia disto; pelo contrario, se supusermos os corpos independentes do
local e ainda atribuirmos ao espago uma medida de curvatura constante, o espago seria ne-
cessariamente finito sempre que a curvatura fosse positiva, por menor que fosse. Prolongando,
seguindo linhas de menor distancia, as dire¢des iniciais situadas num elemento de superficie,
obter-se-ia uma superficie ilimitada de curvatura constante, isto é, uma superficie que, em uma
variedade plana de trés dimensdes, tomaria forma de uma superficie esférica, e que seria por
conseguinte finita. '

§ I As questdes sobre o imensuravelmente grande sao questdes inuteis para a explicagao
da natureza. Mas a coisa ¢ diferente quando se trata de questoes sobre o imensuravelmente
pequeno. E sobre a exatidao com a qual acompanhamos os fendmenos no infinitamente pe-
queno que se baseia essencialmente nosso conhecimento de suas relagdes de causalidade.
Os progressos dos Ultimos séculos no conhecimento da natureza mecéanica dependem quase
unicamente da exatiddo da construgdo que se tornou possivel gragas a invencao da andlise do
infinito e aos principios simples descobertos por Arquimedes, por Galileu e por Newton e dos
quais se utlliza a fisica moderna. Mas nas Ciéncias Naturais, onde os principios simples ainda
faltam para tais construgdes, procura-se reconhecer a relacdo de causalidade seguindo os
fendmenos de extensdo muito pequena, tao longe quanto o permita o microscoépio. As questoes
sobre as relagdes métricas do espago no imensuravelmente pequeno nao sao entao questoes
supérfluas.

Se supusermos que os corpos existem independentemente do local, a medida de curvatura
é, em qualquer lugar, constante e resulta entdo, das medidas astronémicas, que ela nao pode
ser diferente de zero, em todos os casos seria necessario que seu valor reciproco (raio) fosse
uma grandeza em presenca da qual o alcance de nossos telescopios fosse como que nulo.
Mas se esta independéncia entre os corpos e o local ndo existe, e sendo entao reconhecidas
relagbes métricas no infinitamente grande, ndo se pode concluir nada para as relagbes métri-
cas do infinitamente pequeno; entdo a curvatura de cada ponto pode ter, segundo trés di-
regcdes, um valor arbitrario, na c’ondigéo de que a curvatura total de qualquer porgao mensura-
vel do espaco néo seja sensivelmente diferente de zero; podem ser introduzidas relagdes ainda
mais complicadas, quando nao se supbde mais, que 0 elemento linear possa ser representado
pela raiz quadrada de uma expressao diferencial de segundo grau. Ora, parece que 0s concei-
tos empiricos sobre os quais sdo fundamentadas as determinacdes métricas da extensao, o
conceito de corpo sélido e do raio luminoso param de existir no infintamente pequeno.

E entdo perfeitamente legitimo supor que as relagdes métricas do espaco no infinitamente
pequeno ndo sdo conformes as hipéteses da geometria, e € 0 que se deveria efetivamente ad-
mitir, a partir do momento em que se obteria dai uma explicacdo mais simples dos fenémenos.

A questdo da validade das hipéteses da geometria no infinitamente pequeno esta ligada a
questao do principio intimo das relagdes métricas do espacgo. Nesta Ultima questao, que pode-
mos ainda ver como pertencente a doutrina do espago, achamos a aplicagdo do comentério
precedente que, numa variedade discreta, o principio das relagdes métricas j& esta contido no
conceito desta variedade enquanto que, numa variedade continua, este principio deve vir de
outro lugar. E preciso, entdo, ou que a realidade sobre a qual é fundado o espago forme uma
variedade discreta ou que o fundamento das relagdes métricas seja procurado fora dele, nas
forgas de ligacdo que agem sobre ele.
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A resposta a estas questdes s6 pode ser obtida partindo-se da concepgao dos fenémenos,
verificada até entao pela experiéncia, e que Newton tomou por base, e trazendo a esta con-
cepgao as modificagcdes sucessivas exigidas pelos fatos que ela nao pode explicar. Pesquisas
partindo de conceitos gerais, como o estudo que acabamos de fazer, ndo podem ter outra utili-
dade que aquela de impedir que este trabalho seja prejudicado por visdes muito estreitas, e que
o progresso no conhecimento da dependéncia mutua das coisas nao encontre um obstaculo
nos preconceitos tradicionais.

Isto nos leva ao campo de uma outra ciéncia, ao campo da Fisica que foge do objetivo deste
trabalho.

Trans/Form/A¢ao, Sio Paulo, 11: 89-99, 1988.



