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Resumen

En la teoria de Piaget, las operaciones combinatorias emergen al inicio del pensamiento
formal y hacen referencia a la capacidad de concebir y organizar sistematicamente po-
sibilidades y dimensiones que pueden interactuar como elementos y causas de un pro-
blema. Debido a que este desarrollo es esencial en la universidad, el objetivo de esta
investigacion fue evaluar la capacidad combinatoria matematica de un grupo de estu-
diantes universitarios. Participaron 12 estudiantes de entre 16 y 20 afios, seis mujeres y
seis varones. Teniendo como referencia el método clinico-critico de Piaget, se utilizaron
cuatro tareas con estructura combinatoria. Los resultados muestran gran variacién en
la forma de resolver las tareas. Se discuten estos resultados desde la teoria de Piaget,
considerando la importancia de la capacidad combinatoria para el desarrollo cognitivo
y el pensamiento matematico.

Palabras clave: desarrollo cognoscitivo, operaciéon combinatoria, educaciéon su-
perior, Jean Piaget.

Abstract

In Jean Piaget's theory of cognitive development, combinatorial operations emerge at
the onset of formal operational thought and refer to a logical capacity for systematical-
ly conceiving and organizing possibilities and dimensions that can interact as elements
or causes of a problem. Since this development is essential in higher education, the
objective of this study was to evaluate mathematical combinatorial capacities in a
group of students from a private university. Assuming Piaget's clinical-critical method,
12 university freshmen aged between 16 and 20 years, 6 female and 6 male, participat-
ed in solving four tasks with a combinatorial structure. The results show several varia-
tions in the task-solving. These results are discussed within the framework of Piaget's
theory and with attention to the importance of combinatorial capacity in cognitive de-
velopment and matehmatical thinking.

Keywords: cognitive development, combinatorial operation, higher education,
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Introducciéon

Nuestra actividad cotidiana necesita de los conceptos 16gico-
matemadticos para organizar apropiadamente los intercambios con la realidad
fisica y social (Piaget, 1950/1975; Inhelder & Piaget, 1955). Reconociendo esto,
todos los sistemas educativos conceden enorme importancia a la educacién ma-
tematica, y organismos de cooperacién internacional como la OECD3 y la
UNESCO* invierten gran cantidad de recursos en programas de apoyo y de
evaluacién del conocimiento matemético en la educacién basica. Sin embargo,
evaluaciones internacionales (PISA 2009, 2012) y nacionales (Unidad de Medi-
cion de la Calidad Educativa 2004; Ministerio de Educacién 2012) muestran que
el conocimiento 16gico-matematico de los adolescentes no se desarrolla como se
espera, pues a lo largo de la educacion basica y especialmente al término de la
secundaria, muchos estudiantes tienen un manejo insuficiente de nociones 16gi-
cas y mateméticas fundamentales, las que se requieren para comprender pro-
gresivamente problemas de diversa indole y para potenciar posteriores apren-
dizajes en contextos académicos y/o profesionales. Investigaciones indican
también que lo mismo ocurre en la universidad, tanto en el Pert como en el res-
to del mundo (Kavousian, 2005; Cherian, Kibria, Kariuki & Mwamwenda, 2001;
Frisancho, 1996; Pitt, 1983).

Como sabemos, dadas ciertas condiciones de intercambio fisico
y social, nociones elementales como la clasificacién, la seriacién, el ntimero, la
cuantificacion y las operaciones aditivas y multiplicativas, se van constituyendo
y consolidando a lo largo del desarrollo infantil. Otras, como la nocién de pro-
babilidad por ejemplo, necesitan una mayor intervenciéon de los sistemas de

educacién formal debido a su naturaleza mas abstracta y porque las condicio-

3 http:/ /www.oecd.org/pisa/
4 http:/ /www.unesco.org/new/es/natural-sciences/science-technology/basic-
sciences/ mathematics/
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nes de intercambio que posibilitan su construccién no son tan frecuentes en la

mayoria de sistemas sociales (Piaget, 1972/2008; Piaget & Inhelder, 1951/1975).

Esquema operatorio formal de la operacién combinatoria

El pensamiento formal implica la construccién de un sistema
que coordina dos estructuras légico-matemaéticas: el sistema combinatorio y el
grupo INRC. El primero permite la construccién de un universo de posibilida-
des operatorias diferenciadas y articuladas como un conjunto de partes, que el
segundo relaciona al compensar las transformaciones posibles dentro un mismo
sistema. La operacion combinatoria es parte del pensamiento formal y aparece
como una complejizacién de los esquemas aditivos y multiplicativos. Para en-
tender apropiadamente la operacién combinatoria es importante distinguir sus
dos aspectos, el 16gico y el matemético. La combinatoria l6gica tiene un caracter
mas proximo a las propiedades cualitativas de los objetos y a la actividad expe-
rimental del sujeto (Inhelder y Piaget; 1955/1985; Barratt, 1975; Allaire-
Dagenais, 1984). Esta caracterizada por las mismas propiedades del sistema de
conjunto del pensamiento formal: construccién de casos posibles por disocia-
cion de factores y neutralizaciones-variaciones sisteméticas para controlar los
efectos de combinaciones que se relacionan en una totalidad, donde los cambios
estdn compensados por diversas operaciones. Por ejemplo, se utiliza para des-
cubrir cuales son los compuestos que causan una determinada reaccién quimi-
ca, cudles son los factores que hacen que un objeto pueda flotar, o qué partes de
un circuito electrénico complejo hacen que este no funcione apropiadamente.
En cambio, la combinatoria matematica, si bien tiene las mismas propiedades
generales de la combinatoria l6gica, abstrae las propiedades cualitativas de los
objetos generando diversas modalidades de cuantificaciéon por la coordinacion
de diferentes operaciones, las que son generalizables a distintos dominios del
pensamiento. Las axiomatizaciones que permite esta generalizacién de la ope-

racién combinatoria han sido desarrolladas por las matematicas discretas. En
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sus versiones mas simples, que son el objeto de este estudio, la operacién se
despliega para enumerar todos los grupos posibles que pueden formarse dados
ciertos elementos y condiciones en un problema (Inhelder y Piaget; 1955/1985;
Vilenkin, 1972; Grimaldi, 1997). Por ejemplo, aparece cuando una persona desea
saber de cudntas maneras distintas se pueden mezclar ciertos ingredientes para
hacer una preparacion, de cuantas formas diferentes puede ordenarse un grupo
de personas para tomar una foto o de cuantas maneras pueden repartirse cierto

numero de objetos en distintos contenedores.

Operaciones de la combinatoria matematica

Entre los aspectos més basicos de la combinatoria matemaética
simple se encuentran la formacién de grupos ordenados o no ordenados, la se-
leccién de algunos (m) o todos (1) los elementos de una poblacién y la posibili-
dad de que los elementos puedan o no repetirse al interior de los grupos. Estos
y otros aspectos dan lugar a una variedad de operaciones combinatorias ade-
cuadas para distintos problemas (Piaget y Inhelder, 1951/1975; Vilenkin, 1972;
Grimaldi, 1997). Por ejemplo, si se trata de formar grupos ordenados tomando
todos los elementos dados, la operacién correspondiente es la de permutaciones,
que son posibles cambios de posicién de todos (1) los elementos en un proble-
ma. Estos agrupamientos posibles pueden calcularse mediante el factorial del
numero total de elementos [Pn = n! = (n) (n-1) (n-2)... 2.1]. Ahora, si se trata de
formar o calcular agrupaciones no ordenadas de algunos (m) o todos los ele-
mentos (1), la operacion a efectuar es la de combinaciones propiamente dichas.
En su versioén simple, esta se calcula abstrayendo a la cantidad de permutacio-
nes posibles de todos los elementos, la cantidad de permutaciones de los que se
han seleccionado () en conjuncién con la de los elementos no seleccionados (1
- m) [Cy™ = n! / m!(n-m)!]. Esto, porque una permutacién es un cambio en el
orden y en el caso de las combinaciones, el orden no se considera. Una sintesis

de ambas operaciones es la de arreglos posibles de n elementos tomados de m en
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m. Se calculan abstrayendo a las permutaciones posibles de todos los elementos,
solo las permutaciones de los que no se han escogido [Ax™ = n! / (n-m)!]. En
este caso el orden a abstraer es el de los elementos no seleccionados, ya que en
los que se han elegido el orden si se considera. Estos ejemplos no agotan todas
las variantes de la combinatoria matematica, ya que pueden incluirse diversos
tipos de elementos y parametros en la formacién de los grupos (Vilenkin, 1972;
Grimaldi, 1997). Ademas, los problemas pueden complejizarse debido al mode-
lo implicito que los organiza. Por ejemplo, estos modelos pueden ser de seleccion
(muestreo), distribucion (mapeo, asignacién) o particion (divisiones de un conjun-
to en subconjuntos) (Dubois, 1984; en Batanero, Navarro-Pelayo y Godino,

1997).

Importancia y desarrollo del esquema operatorio formal de combinatoria

El desarrollo de la capacidad combinatoria es vital para la evo-
lucién del pensamiento, pues las posibilidades que abre no se limitan al apren-
dizaje de la matematica sino que se prolongan a muchos campos de interaccion
cotidiana y académica. En efecto, la capacidad combinatoria posibilita y pro-
mueve el pensamiento sistematico, la consideraciéon explicita de las posibilida-
des, la generalizacion reflexiva de procedimientos (heuristicos, algoritmicos), la
optimizacién de métodos de registro o listado, la basqueda de verificaciones
exhaustivas, el razonamiento proposicional e hipotético-deductivo, entre otras
capacidades fundamentales. Ademas, el desarrollo apropiado de esta herra-
mienta condiciona positivamente un mejor entendimiento, planteamiento y re-
solucién de los problemas que se generan en la actividad de las diversas disci-
plinas cientificas (Piaget & Inhelder, 1951/1975; Inhelder & Piaget, 1955/1985;
Kapur, 1970; Vilenkin, 1972; Piaget & Garcia, 1982/2008).

Lamentablemente, la investigacion ha demostrado que muchas
personas tienen dificultades en el despliegue de esta operacion. En general, es-

tas dificultades estan relacionadas a consideraciones incompletas o inapropia-
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das sobre la estructura, los elementos y las condiciones que definen los proble-
mas, al manejo de estrategias insuficientes para resolverlos y a las limitaciones
de la intuicién inmediata que reduce los esquemas formales necesarios para su
solucion a sus versiones mas primitivas o constrefiidas (Fischbein & Grossman,
1997; Hadar & Haddas, 1981; Batanero, Navarro-Pelayo & Godino, 1997; Roa,
Batanero & Godino, 2001; Kavousian, 2005). En este marco, el presente estudio
tiene como objetivo evaluar el esquema operatorio formal de combinatoria ma-
tematica en estudiantes universitarios que se encuentran en los primeros afios
de formacién. La pregunta que guia esta investigacion es si estos estudiantes,
ante problemas de combinatoria matematica, exhiben o no las principales carac-
teristicas del sistema combinatorio: la creaciéon de un conjunto de partes y la
disociaciéon de factores por medio de abstracciones y neutralizaciones-

variaciones sistematicas de elementos al interior de estos factores.

Método

Este estudio sigue el método clinico-critico de Jean Piaget, que
consiste en plantear tareas que tengan a la base la estructura de pensamiento
que se busca evaluar. Lo caracteristico es que no s6lo se recopila lo observado
antes de la respuesta al problema, sino que a partir de esta se generan hipotesis
y nuevas situaciones o problemas, expresados en nuevos cuestionamientos que
varian los elementos y condiciones de la tarea. Ademads, siempre se piden y re-
cogen las explicaciones y justificaciones de los participantes, con el objetivo de
reconstruir el proceso de razonamiento que los llev6 a sus respuestas particula-
res (Smith, 1993; Garcia, 2000; Delval, 2001; Ducret, 2004; Morgado & Parrat,
2006).
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Participantes

Participaron 12 estudiantes de una universidad privada de la
ciudad de Lima, de entre 16 y 20 afios, 6 hombres y 6 mujeres, que cursan el
primer o segundo afio de formacion. La mitad (3 hombres y 3 mujeres) eran de
la facultad de Letras y la otra mitad de la de Ciencias. La seleccion se hizo por
contacto directo con los participantes, quienes firmaron un consentimiento in-
formado aceptando las condiciones del estudio y autorizando la grabacion de la
entrevista. La evaluacién se llevé a cabo de manera individual en el campus

universitario, en una sesioén previamente acordada.

Tareas y Materiales

Tareas 1 y 2: Se tomaron dos ejercicios de la investigacion de
Batanero, Navarro-Pelayo y Godino (1997), para evaluar el estado del esquema
operatorio formal de combinatoria a un nivel abstracto. El primer problema es
sobre arreglos con repeticion (ARn™) y el segundo sobre combinaciones simples
(Cam). Segun la investigacion original ambos tienen un nivel de dificultad me-
dio. Los materiales usados fueron dos fichas plastificadas, cada una con uno de

los problemas, hojas de papel, lapiz y borrador para el participante.

Tarea 1: En una caja hay cuatro bolas numeradas (con 2, 4, 7 y 9,
respectivamente). Debes sacar una de ellas y anotar el niimero que tiene, para luego
devolverla a la caja. Tienes que repetir este proceso hasta que tengas anotado un niimero
de tres digitos. ; Cudntos niimeros posibles de tres digitos puedes formar con estas cua-

tro bolas? Por ejemplo, podrias obtener el niimero 222.

Tarea 2: Cinco alumnos, Elisa, Fernando, Jorge, Lucia y Maria, se
ofrecieron como voluntarios para ayudar al profesor borrando la pizarra. ;De cudntas
formas distintas puede el profesor escoger a tres de sus estudiantes para que borren la

pizarra? Por ejemplo, podria escoger a Elisa, Maria y Jorge.
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Tarea 3: Tarjetas con letras y nameros. Se tom¢ esta tarea del es-
tudio de Roberge y Flexer (1979) sobre el pensamiento formal. La estructura
matematica de esta tarea es la de variaciones con repeticiéon. Los materiales
usados fueron cuatro tarjetas con letras (A, B, C, D) por una de sus caras y na-
meros (3, 5, 7, 9) por la otra cara. Ademas se proporcioné una hoja de respues-

tas, lapiz y borrador.

Cara superior A B ( D

Cara inferior 3 5 7 9

Figura 1. Tarjetas con letras y ntimeros

Tarea 4: Tarjetas para combinar. Se extrajo esta tarea de la in-
vestigacion de Scardamalia (1977) sobre el pensamiento combinatorio, para eva-
luar el esquema operatorio de combinatoria a nivel de la accién. La estructura
matematica de la tarea es también la de variaciones con repeticiones. A diferen-
cia de la investigacion de Scardamalia, no se hizo una fase de entrenamiento,
sino que se busco la soluciéon espontanea utilizando 3 grupos de tarjetas y 3 va-
lores para cada grupo. Los materiales utilizados fueron 20 tarjetas (5 de colores,
5 con lineas bancas, 5 transldcidas y con simbolos y 5 con formas geométricas
caladas; 2 de cada grupo fueron tarjetas de ejemplo o apoyo), hojas en blanco,

lapiz y borrador.

Volume 5 Ntimero 2 - Ago-Dez/2013 137
www.marilia.unesp.br/scheme



ISSN: 1984-1655

Sheme

Revista Eletronica de Psicologia e Epistemologia Genéticas

Figura 2. Tarjetas para combinar. Se muestra, luego de la flecha,

el resultado de la superposicién de las cuatro primeras: un paralelogramo mo-

rado con puntos, marco negro, y una linea vertical que lo atraviesa

Procedimiento

El procedimiento para la administraciéon de estas tareas fue el

siguiente:

1. Se empez6 en cada caso entregando el material (la ficha con el problema
o las tarjetas, una hoja en blanco, lapiz y borrador, y hoja de respuesta
cuando correspondia).

2. Se explico la tarea. Por ejemplo, para la primera tarea se indic6 que debia
resolverse usando la hoja en blanco para hacer apuntes. Para la tarea tres
se dijo: “Lo que voy a pedirte es que en esta hoja, en los casilleros, escribas todos
los distintos grupos de 4 elementos que puedes armar manipulando estas tarje-
tas. Para hacer esto, solo puedes voltear las tarjetas (en su mismo lugar) sin alte-
rar el orden en que estdn dispuestas”.

3. De ser necesario, se pidi6 que leyeran el problema detenidamente y se
constaté que lo hubieran entendido.

4. Se observo lo que hacia el participante hasta que terminaba y daba una
respuesta. De ahi en adelante las preguntas que orientaban la discusion
fueron: “; A qué respuesta has llegado?” “;Qué método has utilizado pa-
ra resolver el problema? ;Por qué?” y “;Coémo podrias verificar que la
solucioén y la forma de hacerlo fueron las correctas?”. Algunas preguntas
podian ser innecesarias si el participante daba respuestas que esponta-

neamente respondian a varias preguntas al mismo tiempo. Si estas res-
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puestas no eran satisfactorias se repreguntaba o se contra-sugestionaba,

con el objetivo de que explique y justifique lo que habia hecho.

5. Se registraron las acciones u operaciones realizadas, las respuestas a los
problemas y las explicaciones/justificaciones. Para esto, se elabor6 una
ficha que permitié consignar las respuestas, el procedimiento usado y el
grado de sistematizacion, a la par que permitia también llevar un registro
anecdoético. Todas las evaluaciones se grabaron en audio y también se re-

cogieron y analizaron las hojas usadas para hacer anotaciones.

Resultados

Un panorama general del desempefio de los participantes se

muestra en la tabla 1.

Tabla 1. Aciertos y errores segtin participante, sexo, facultad, grupo* y tarea

Tarea
Se- Gru-

Participante xo/Facultad po* 1 2 3 4 Total
(6) CAM Fem/Letras v v v v 4/4
(9) DIE Mas/Ciencias v v v v 4/4
(2) EMI Mas/ Letras v x v v 3/4
(5) ALO Mas/ Letras I x v v v 3/4
(10) LIL Fem/Ciencias v v x v 3/4
(12) MAR  Fem/Ciencias v x v v 3/4
(4) FRE Mas/Ciencias v x v x 2/4
(11) ANG Fem/Ciencias - x v x v 2/4
(3) CAR Mas/Letras x v x v 2/4
(7) XIO Fem/Letras x v x v 2/4
(1) ADRI Fem/Letras v x x x v 1/4
(8) KEV Mas/ Ciencias x x x x 0/4
Total 6/12 7/12  6/12 10/12 29/48

* Organiza los casos segtn el porcentaje de aciertos
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La tabla muestra que no hubo diferencias marcadas segtn sexo
y facultad. Esto es consistente con los aspectos generales del pensamiento for-
mal mostrados en las investigaciones de Piaget e Inhelder (1955). Se observé un
mayor nimero de aciertos en la tarea 4, lo que podria deberse a que siendo
también las tareas 1y 2 problemas de arreglos con repeticiones, se generd un efec-
to de préctica y ajuste que mejor6 el desempefio de los participantes, tal y como
han mostrado, entre otras, las investigaciones de Scardamalia (1977), Rosenthal

(1979) e English (1993).

En la tabla 2 se muestra una categorizacion mas detallada de las

respuestas de los participantes. Se cruzan dos niveles de organizacion:

Nivel de logro

Categoria 1: Resuelve la tarea sin ayuda. El participante usa un
método adecuado, por ejemplo, registros o pruebas de combinaciones sistema-
ticas o una férmula matematica apropiada que le permite resolver la tarea sin la

intervencion del evaluador.

Categoria 2: Resuelve la tarea con ayuda. En este caso el partici-
pante logra usar un método adecuado para resolver la tarea gracias al apoyo u
orientacién del evaluador por medio de preguntas, contra sugestiones o suge-

rencias.

Categoria 3: No resuelve la tarea. El participante no usa un méto-
do adecuado para resolver la tarea y falla en resolverla, ain cuando el evalua-

dor hubiera intervenido con alguna pregunta, apoyo o contra sugestion.

Nivel de razonamiento

Categoria A: Razonamiento apropiado. La explicacién vinculada a
la resolucién de la tarea evidencia que el participante ha conceptualizado, en

diferentes grados, las estructuras de pensamiento necesarias para comprender y
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resolver el problema. Logra verbalizar sus estrategias de sistematizacion y veri-
ficacién, asi como las razones de su uso, y comprende la l6gica subyacente a la

tarea.

Categoria B: Razonamiento en desequilibrio. La explicaciéon que da
el participante es demasiado general, parcial o incompleta. La verbalizacién es
simple, poco reflexiva y no da cuenta completamente de las acciones desplega-

das y el proceso l6gico que implican, especialmente si este ha sido adecuado.

Categoria C: Razonamiento mecinico. El participante explica su
accion verbalizando aspectos de un célculo aditivo o multiplicativo de posibili-
dades. Por ejemplo, ofrece expresiones simbolicas como la férmula de arreglos
con posibilidad de repeticion (n™=n x n... [m veces]). Sin embargo, no ahonda

en la légica de la férmula o el porqué de su uso.

Categoria D: Razonamiento inapropiado o ausente. En este caso el
participante no da una explicacién o la que da es claramente errénea. La expli-
caciéon no va de la mano con los requerimientos légicos de la tarea, es decir,

ofrece una verbalizacién de un procedimiento que no es el que la tarea deman-

da.

Tabla 2. Frecuencia de respuestas segiin nivel de logro y nivel de razonamiento

Nivel de Razonamiento

(B) Razo- (D) Razo-

(A) Razo- namiento (C) Razo- namiento

namiento desequili- namiento inapro- To-
Nivel de Logro apropiado brio mecanico piado tal
(1) Resuelve la tarea sin 14 10 3 i 7
ayuda
(2) Resuelve la tarea 1 1 i i 5
con ayuda
(3) No resuelve la tarea - 10 1 8 19
Total 15 21 4 8 48
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Con este conteo se muestra que las tendencias generales siguen
siendo congruentes con un desarrollo formal de la operacién combinatoria ma-
tematica: la mayoria de casos son aciertos con razonamientos apropiados. Sin
embargo, un andlisis més detallado de cada participante a través de las cuatro
tareas, o entre participantes en la misma tarea, revela que los desempefios evi-
dencian variaciones e indican diversos niveles de desarrollo de la combinatoria
matematica. A modo de ejemplo, a continuacién se presentan algunos casos
detallados que muestran estas variaciones y ejemplifican los grupos I, II, Il y IV
de la tabla 1. Se presentan los procedimientos utilizados por los participantes,

sus respuestas y las explicaciones ofrecidas.
Caso 1. Grupo I. DIE, 17 afios, Ciencias.

Tarea 1. Da la respuesta correcta, resuelve la tarea sin ayuda y
razona apropiadamente. Respuesta: “Sesenta y cuatro. Cada vez que saco un niime-
ro, puedo hacerlo dentro de 4 niimeros diferentes. Luego me dice que lo regrese, que la
siguiente sacada voy a volver a sacar entre 4. Si en la primera me da cuatro posibilida-
des, 2, 4, 7, 9, en la siguiente tengo cuatro posibilidades multiplicadas por las cuatro
posibilidades que pueden ser y con el siguiente es igual, seria cuatro al cubo. Porque
tienes para la primera, el 2, el 4, el 7, y el 9. En la siguiente te puede salir nuevamente
2-4-7-9, 2-4-7-9... para cada niimero de la primera y asi en cada una de las revisiones.
En cada caso hay cuatro y por cada uno de esos casos va a ser cuatro. Cuatro por cuatro

por cuatro”.
D8l T3 = 9
479 2439 2472 24374

Figura 3. Explicacion dada por DIE de la multiplicacién de po-
sibilidades
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Tarea 2. Da la respuesta correcta pero confunde un dato del
problema y hace parejas en lugar de trios. Resuelve eso sin ayuda y razona
apropiadamente. Respuesta: “Ya. Supongamos que se escoge a Elisa... puede ser con
Fernando, con Jorge, con Lucia, con Maria. Luego escojo a Fernando pero ya cogi las
posibilidades con Elisa, asi que Fernando con Jorge, con Lucia y con Maria y asi con
cada uno. En la primera puedes sacar cuatro, luego tres, luego dos y uno en la tiltima

pareja”.

I'n

Figura 4. Conteo sistemético de DIE para formacién de parejas

posibles

Tarea 3. Antes de dar la respuesta correcta, va explicando su ra-
zonamiento y ajusta su respuesta final sin ayuda. Respuesta: “Primero puse todos
en letras, luego cambié solo el primer elemento; el primero, el sequndo y letras; del pri-
mero al tercero y letra; luego todos niimeros. Con el sequndo repeti lo que habia hecho
acd. Bajé uno mds al tercero, hasta que llequé a la ultima letra. No, todavia faltan, me
salté uno, dos... creo que asi debe ser. No puedo estar sequro pero en el momento no se

me ocurren mas’”.
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Figura 5. Listado de posibilidades de la tarea 3, elaborado por
DIE

Tarea 4. Da la respuesta correcta sin ayuda y razona igualando
el problema a uno anterior. Respuesta: “Ochenta y uno. Para cada uno de estos co-
lores puedes usar tres de estas de acd (fondos), para cada una de estas combinaciones
puedo escoger tres de estos (marcos), y para cada una de estas combinaciones, otros tres
mds de estos (figuras). Igual que con las bolitas, tres por tres por tres por tres posibili-

dades”.

DIE organiza adecuadamente los problemas aunque puede
equivocarse en el registro de los datos. Es capaz de explicar las combinaciones
mediante multiplicaciones progresivas, hacer conteos sistematicos fijando y va-
riando elementos, construir listados medianamente sistematicos, recurrir a la
verificacién cuando la sistematizacion no es suficiente, monitorear verbalmente
su actividad y generalizar procedimientos a algunos problemas de similar es-

tructura para resolverlos razonando.
Caso 2. Grupo II. EM], 20 afos, Letras.

Tarea 1. Da la respuesta correcta sin ayuda. Organizacioén co-
rrecta del problema, explicacion limitada. Respuesta: “Es sesenta y cuatro. En el
primero si hay 4 bolas, hay cuatro niimeros posibles para que salgan. En el sequndo y en
el tercero también es lo mismo. Como siempre hay 4 posibilidades, multiplico las posibi-

lidades de cada una de las columnas y sale 64. Me lo enseiiaron en razonamiento mate-
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mdtico. No recuerdo el por qué verdaderamente pero se ha quedado mecanizado en mi

matemadtica” .

Tarea 2. Da una respuesta incorrecta. Procedimiento mecanico y
razonamiento inapropiado. Respuesta: “Sesenta. El mismo sistema, pero como acd
no se puede repetir, el primero tiene 5 posibilidades. Como acd ya se escoge uno, el si-
Quiente tiene una posibilidad menos. En algo estoy fallando, déjame ver. Creo que no es.

Me puedes dar un momentito porque estoy dudando. No, si es 60”.

2 434 i
Y bgHal Y . lf}Lf £ G U
Ly L-;’

T | — Go

Figura 6. Multiplicacién de posibilidades por EMI en las tareas
1 (arriba) y 2 (abajo)

Tarea 3. Da una respuesta correcta sin ayuda. Rehace el listado
con bastante orden y simetria. Razona apropiadamente sobre la multiplicacion
de posibilidades. Respuesta: “;Puedo borrar para hacerlo mds ordenado? Es dieci-
séis. Si acd hay dos posibilidades, conjugdndolo con esto hay dos posibilidades mds, dos
por dos son cuatro posibilidades en total. Porque A puede ser A-B o A-5 y 3-B o0 3-5.
Con estas dos, son ocho posibilidades y mds estas dos, son dieciséis posibilidades en to-

tal.”
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Figura 7. Listado de posibilidades de la tarea 3, elaborado por
EMI

Tarea 4. Da la respuesta correcta sin ayuda. Razona igualando
el problema a los anteriores. Respuesta: “A ver. Tres por tres, nueve; por tres, vein-

tisiete; y por tres, ochenta y uno en total. El mismo sistema”.

Al principio su organizaciéon de los problemas depende del
despliegue de procedimientos aprendidos y automatizados, que ajusta de forma
imprecisa y sin verificar. Esto lo lleva en un caso al éxito y en otro al error. Sin
embargo, manifiesta dudas, corrige y ajusta sus procedimientos al punto de
construir listados muy ordenados articulando neutralizaciones y variaciones
progresivas, que justifica con operaciones multiplicativas. En general, manifies-
ta estrategias guiadas por una economia de procedimientos mediante el algo-

ritmo, el orden y el razonamiento explicito.
Caso 3. Grupo III. ANG, 16 afios, Letras.

Tarea 1. Da una respuesta incorrecta. Organiza bien el proble-
ma pero usa un procedimiento de forma mecanica. Cambia de estrategia luego
de las preguntas pero no verifica lo suficiente. Respuesta: “Es combinatorias de
cuatro en tres. Tengo cuatro cifras y tengo que formar un niimero de tres. Como no im-
porta el orden y puedo repetir, seria combinatorio. De cuatro niimeros que tenga, los
agrupo de tres en tres y esta formula tiene que ser iqual a algo. Bueno, la forma prictica

es cuatro por tres por dos y sin el factorial de uno. Eso seria veinticuatro... ;Probando?
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Si, hay mds niimeros. Acd hay once y como son cuatro cifras, once por cuatro, cuarenta

y cuatro. Acd me faltaron algunas porque son 11 por cada uno.”

/ ’ ¢ o249 4 | 321

b niee w344 4R O3

LY gusagumsecmmeare 334 11 1ab

3 2%y Doy 1393

299 gu3 (394

Hx3 x2 - 24 numer®) ;inj'l 3‘*1 ZL:‘:lt
oy (_l1'

Figura 8. Calculo de posibilidades con férmula, hecho por

ANG. Luego, listado de posibilidades con calculo

Tarea 2. Da una respuesta inicial incorrecta, organiza media-
namente un listado de posibilidades, corrige su estrategia luego de algunas
preguntas y da la respuesta correcta. Verbaliza sus acciones. Respuesta: “Son
veinte, he probado con cada uno. Primero con este, formando grupos de tres. No sé si
estd bien porque siempre que hago asi me confundo. Pero es que no me cuadra con el
combinatorio porque antes me equivoqué. EIl otro combinatorio que es una formula ya
me olvidé. No, acd no me importa el orden. Entonces quedan uno, dos, tres, cuatro, cin-

co, seis, siete, ocho, nueve y diez”.
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Figura 9. Listado de posibilidades y descarte de repeticiones de

ANG

Tarea 3. Da una respuesta incorrecta y su explicacion revela sus

dificultades para organizar el listado. Respuesta: “Ya. Veintiuno, tal vez veintidos,
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pero me mareo con tanto cambio. Primero queria seguir un orden. Comencé por todos
los tres, pero de ahi me desconcentré y empecé a seriar y a fijarme si no habia duplicado.

Puede ser que haya una que se me ha pasado pero he estado verificando, mds o menos”.
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Figura 10. Listado de posibilidades realizado por ANG

Tarea 4. Da la respuesta correcta. Muestra manualmente cémo
se harian las combinaciones usando dos grupos de tarjetas, luego calcula cuén-
tas serian si tomara los 4 grupos. Su explicaciéon es menos detallada que sus ac-
ciones. Respuesta: “Creo que ochenta y uno. Por el método combinatorio. Si tengo una
de estas, hay tres ;no? Si tengo tres de estas, tres de estas, tres de estas y tres de estas, al
combinar todas va ser el principio multiplicativo: tres por tres, nueve; por tres, veinti-

siete; por tres, ochenta y uno”.

La capacidad de ANG para organizar estos problemas varia.
Como recurso inicial, intenta usar procedimientos aprendidos pero sin recordar
los algoritmos correctos. Ante esto cambia de estrategia, pero en sus listados se
aprecian neutralizaciones desarticuladas de variaciones progresivas. Ademads,
sus procedimientos de verificaciéon no dan apoyo a sus listados poco sistemati-
cos y solo son efectivos cuando parten de la preguntas del evaluador. Esto afec-
ta sus calculos con operaciones mas simples. Sin embargo, es capaz de ajustar
los intercambios sistematicos al nivel de la accién o manipulacién, lo que le
permite hacer calculos con datos precisos aunque sus explicaciones permanecen

superficiales y solo generalizan lo realizado en los problemas anteriores.
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Caso 4. Grupo IV. ADRI, 17 afos, Ciencias.

Tareal. Da una respuesta incorrecta. No comprende el proble-
ma y hace un listado aleatorio. Su explicacién es confusa. Respuesta: “Me po-
drian salir otros niimeros. No sé si la respuesta es exacta. Es un cilculo. Pueden ser
mds. Creo que acd [cifra 2] se van a repetir tres niimeros que hay aqui [en 4] y acd [en 7]
se van a repetir otra vez porque son los mismos niimeros. Y cuando lleguemos aqui [a 9]
solo van a poder ser tres niimeros. Los alterno. Me salen tres niimeros asi. Creo que es

porque son de tres digitos”.
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Figura 11. Listado desordenado de posibilidades realizado por

ADRI

Tarea2. Da una respuesta equivocada. El listado es mediana-
mente ordenado pero no es completo. Su explicacion es superficial. Respuesta:
“Falta Jorge. Son nueve. He dejado a Elisa y he alternado los demas. Después he hecho
lo mismo con Fernando. ;No se puede repetir ninguna, cierto? O sea, no se pueden re-

petir en cantidad. ; O podria repetir el orden? No. No creo que se esté pasando nada”.
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Figura 12. Listado de posibilidades de nombres, de ADRI
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Tarea3. Da una respuesta incorrecta. El listado se va desorde-
nando y no se da cuenta que escribié mal una posibilidad. Su explicacién es su-
perficial. Respuesta: “He alternado el orden. Voy moviendo aleatoriamente y se repi-

ten los niimeros. Por ejemplo, A-5-C-9 estd por acd. Puedo variar otra vez este y este,

por ejemplo, A-B-7-9 0 A-B-C-9”.
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Figura 13. Listado de posibilidades de ADRI

Tarea4. Da la respuesta correcta. Ordena el problema y mani-
pula las tarjetas haciendo un conteo en voz baja con sélo tres grupos de tarjetas.
Su explicacién solo describe lo que hizo cuando manipulaba las tarjetas. “Creo
que es veintisiete. O sea 27 por cada tarjeta empezando con el circulo... entonces en
total, ochenta y uno. Comencé alternando asi, después se cambia esto y después este y

luego se regresa a este pero ya no se cuenta el otro, solo se cuenta este”.
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Figura 14. Conteo y célculo de posibilidades luego de un orde-

namiento manual, realizado por ADRI

ADRI muestra dificultades para organizar los problemas y con-

diciones para la formacién de los grupos. Aunque sus primeros intentos de lis-
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tado son menos ordenados, realiza ajustes que muestran, en alguna medida,
neutralizaciones y variaciones articuladas. Sin embargo estas no se apoyan en
estrategias de verificacién sistematicas, lo que hace que pueda obviar posibili-
dades o confundir datos. Finalmente es capaz de organizar mejor su accion para
hacer conteos y operaciones mas simples, pero s6lo describe sus acciones y no

explica el porqué del procedimiento.

Discusion y conclusiones

Los métodos y las explicaciones dadas por los participantes al
resolver las tareas manifiestan en diferente forma disociaciones de factores,
construcciones de conjuntos de partes y coordinaciones de operaciones aditivas
y multiplicativas con abstracciones, la que son caracteristicas basicas de la ope-
racion combinatoria. Sin embargo, también se observaron distintos niveles de
organizacién y comprension de los problemas, grados variados en el dominio
de las estrategias de sistematizacién y de verificacién, y dificultades y formas
de ajuste distintas que condujeron en cada caso al éxito o al error. Esto muestra

la alta complejidad de la actividad cognoscitiva de los seres humanos.

Los participantes que resolvieron adecuadamente todas o casi
todas las tareas exhiben un mayor equilibrio en la capacidad combinatoria que
aquellos que fallaron al resolverlas. En sus anotaciones se observaron procedi-
mientos (gréaficas, esquemas y operaciones) que incluyen la disociacién de fac-
tores y la construccion de un conjunto de partes para enumerar todos los casos
posibles. Ademas, fueron capaces de explicar apropiadamente su actividad, lo
que evidencia procesos de conceptualizaciéon y toma de conciencia. Algunos
inclusive pudieron reconocer la similitud estructural y algunas diferencias entre
las tareas, mostrando una generalizacion constructiva de la capacidad combina-
toria aplicada a diferentes problemas. En estos participantes, la coordinacién de
procedimientos posibles de sistematizacion y verificaciéon exhaustiva permitie-

ron el monitoreo y autorregulacion de su actividad y de las operaciones dirigi-
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das a la solucién correcta del problema. Al contrario, los participantes que falla-
ron en las tareas muestran menores niveles de articulaciéon y un menor equili-
brio en el desarrollo de su capacidad combinatoria. Desplegaron generalizacio-
nes simples y desarticuladas porque aplicaron algoritmos aprendidos mecani-
camente y no pudieron dar cuenta de las razones de su uso. Ademas, se obser-
varon bajos niveles de sistematizacién poco articulados con estrategias de veri-
ficacion, lo cual se expresé en listados en los que el desorden aumentaba pro-

gresivamente.

En conclusién, la variedad de desempefios observados en las di-
ferentes tareas puede explicarse por la accién, mas o menos efectiva y articula-
da, de los procesos que tienen que ver con el uso y construcciéon del esquema
operatorio formal de combinatoria y con los procedimientos que lo regulan.
Estas variaciones se vinculan tanto al concepto general de equilibracién, que
explica la construccién de las esquematizaciones cognitivas y los resultados de
su uso (Piaget, 1978; Marti, 1990), como a los procesos de toma de conciencia y
de significacién que conceptualizan la actividad interna o externa del sistema
cognitivo y la accion efectuada (Piaget, 1981, 1986, 2006; Piaget & Garcia, 1997;
Piaget & Garcia, 1982/2008; Garcia, 2000).).

Es importante sefialar que en todos los casos, la interaccion en-
tre participantes y evaluador, que buscaba generar reflexiones sobre los aspec-
tos claves del problema, permitié a los primeros corregir y ajustar sus desem-
pefios en la resolucién de los problemas. Asi, tal como se aprecia en este estu-
dio, el apoyo en la resolucién de problemas hace en muchos casos que estos se
comprendan y resuelvan mejor; otros estudios han mostrado que es posible
desarrollar la capacidad de raciocinio combinatorio mediante la intervencién
pedagogica y la ensefianza razonada de estrategias (Fernandes, Ferreira & Roa,
2010; English, 1991, 1993; Barrat, 1975). En este sentido, resulta necesario que los

programas de educacién superior fomenten en los estudiantes la toma de con-
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ciencia sobre los procesos involucrados en la construccion y el uso de herra-
mientas cognitivas de mayor nivel de complejidad 16gica y que no solamente
ensefien algoritmos. Los profesores, tanto los de educaciéon bésica como los de
educacién superior, necesitan recibir mucha mayor formacién acerca de los
procesos de construcciéon del conocimiento, especificamente de la operaciéon
combinatoria en este caso, pues de otro modo no podran promoverlos en las
aulas. Igualmente, no resulta relevante que los procesos de evaluacién se enfo-
quen simplemente en identificar si los individuos poseen o no la capacidad
combinatoria; mas bien, estos deben apuntar a describir y explicar sus multi-

ples manifestaciones segtin niveles de desarrollo.
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