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Resumo

Neste artigo, temos como objetivo descrever e explicar o que é o modelo Grupo Pratico
de Deslocamentos, introduzido por Piaget em 1937 na obra La construction du réel
chez I'enfant (Neuchaétel, Paris: Delachaux et Niestl¢), essencial a compreensao da cons-
trucdo da nocdo de espago. Para tanto, introduzimos a notagdo matemadtica para des-
crevé-lo, damos o significado dessa notagdo em termos dos comportamentos da crianga
e explicitamos a estrutura matematica de grupo subjacente ao modelo.
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The Model “Practical Group of Displacements” in Genetics Psychology and
Epistemology and its Formalization

Abstract

In this article, we aim to describe and explain what is the model “practical group of
displacements”, introduced in 1937 by Piaget's work La construction du reel chez
I'enfant (Neuchatel, Paris: Delachaux et Niestlé), essential to comprehension of the
construction of space. To this end, we introduce the mathematical notation to describe
it, we give the meaning of this notation in the child’s behavior and explains the math-
ematical structure of group underlying the model.
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Introducao

Vamos, nesse artigo, buscar explicitar o que é o modelo do
Grupo Prético de Deslocamentos (GPD) introduzido por Piaget (2003) e citado
por Piaget (1977) e por Piaget e Inhelder (2003).

Antes de explicarmos o que vem a ser a nogdo de grupo (que é
uma estrutura matematica) vamos explicar a notacdo que usaremos e o que vem
a ser o GPD, para depois mostrar que o GPD tem uma estrutura de grupo e,

assim, justifica o nome a ele dado.

Pontos do Espaco e Deslocamentos

Introduzimos, nesta parte, a notagdo matematica relativa aos
pontos do espago e deslocamentos, que usaremos para descrever o GPD e esta-

belecermos o seu significado.

Vamos usar letras latinas maitsculas 4, B,C etc para denotar
pontos no espaco; assim, podemos dizer que a crianga se desloca de um ponto A

a um ponto B, ou que desloca um objeto do ponto 4 para o ponto B.

Usaremos, entdo, a notacdo vetorial AB para denotar um deslo-
camento do ponto 4 ao ponto B, ou da prépria crianca, ou de um objeto que a

crianca desloca.

Na Figura 1 representamos o ponto 4, o ponto B e o vetor des-

locamento o qual denotamos por AB, indicando o deslocamento de A para B.

Ae

*B

Figura 1 - Vetor Deslocamento
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A seguinte observagao de Piaget exemplifica deslocamentos re-

lativos a pontos 4, B e O no espacgo.

Obs. 54 - Laurent, aos 0; 11 (22), estd sentado entre duas almofadas A
e B. Escondo, alternadamente, meu relégio sob cada uma delas: Lau-
rent procura constantemente o objetivo no lugar onde ele veio a desa-
parecer, ou seja, tanto em A como em B, sem ficar preso a uma posi¢do
privilegiada como no decorrer da fase precedente (PIAGET, 2003, p.
61).

A Figura 2 representa a situacao descrita na observagao acima,
em que se considera pelo menos os deslocamentos: i) 04, ou seja, do ponto 0
(origem) ao ponto A (primeira das almofadas), ii) 0B do ponto 0 (origem) ao

ponto B (segunda das almofadas) e seus deslocamentos inversos A0 e BO.

Figura 2 - Deslocamentos relativos aos pontos A e B

A Composicao dos Deslocamentos

A seguir, introduzimos a notacdo matematica do GPD relativa a

composicao dos deslocamentos, bem como estabelecemos o seu significado.

A composicdo de dois deslocamentos contiguos AB e BC, que

resulta no deslocamento AC, é representada pela equagao AB * BC = AC. No-

temos que, nela, usamos um asterisco * para denotar a composigao entre os dois
e ~ - . . ~
deslocamentos contiguos. A equagao AB x BC = AC indica, entdo, que essa

composicio AB * BC é igual ao deslocamento AC, 0 que é representado na Figu-

ra 3.
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Ae

o

Co
Figura 3 - Composicdo de Deslocamentos

Em termos do comportamento da crianga, a coordenagao dos
deslocamentos, representada pela equagdo na notagao vetorial exposta, significa
que ela é capaz de compor e coordenar suas agdes para efetuar deslocamentos

tanto dos objetos que a cercam como de si mesma.

A Figura 3 pode representar a situacdo descrita na observacgao

abaixo (no caso, o ponto C representa a Porta P). Assim, Laurent compdem os

deslocamentos AB e BC, coordenando-os no deslocamento final AC (composigao

A-B-P na observacgao abaixo).

Obs. 117 - Laurent soube, a partir de 1; 2 (15), construir, ao ca-
minhar, verdadeiros grupos de deslocamentos. [... Um] é relati-
vo a uma porta que o atraia diariamente no decorrer de seu
passeio no jardim. Para alcangar a porta P, ele era obrigado a
seguir dois caminhos A-B e B -P, descrevendo um angulo reto
no ponto B, ou entdo a percorrer a trajetéria retilinea A-P, pas-
sando diretamente pela grama. Ora, no inicio de suas saidas di-
arias, Laurent, tendo chegado em A, olhava de longe a porta P,
mas acreditava que era obrigado, para alcanga-la, a seguir a tra-
jetéria A-B-P(PIAGET, 2003, p. 206-207).

O Deslocamento Inverso e a Conduta do Retorno

Com a notacao estabelecida, introduzimos as noc¢oes de deslo-
camento inverso e conduta do retorno que sdo, como veremos adiante, duas

noc¢des essenciais a definicao do GPD.
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A partir de um deslocamento AB a crianca pode vir a realizar

um deslocamento BA, como nos mostra a Figura 4.

Ae

°B
Figura 4 - O Deslocamento Inverso

—
Caso a crianca possa coordenar um deslocamento AB com um

deslocamento BA temos que o resultado da composigao AB * BA é o retorno ao

ponto A.

O deslocamento BA é chamado, por definicdo, de deslocamento
inverso do deslocamento AB_ A possibilidade de a crianca poder realizar um

deslocamento inverso que venha a anular um deslocamento feito por ela, como
representado na Figura 4, é chamado, por Piaget, de conduta do retorno. Assim,
se uma crianca sabe (na pratica de suas agdes) anular, retornar ao ponto inicial,
sejam seus deslocamentos, seja de objetos que ela move, dizemos que ela tem a

conduta do retorno.

A seguinte observacdo de Piaget exemplifica a conduta do re-

torno:

Obs. 86 - Lucienne, com 0; 10 (7) e nos dias seguintes, [de um
ponto A] aproxima lentamente seu rosto de objetos que esta se-
gurando (chocalhos, bonecas, etc.) [ponto B] até grudar o nariz

neles [realizando o deslocamento ﬁ]. Depois se afasta [retor-

nado ao ponto B, realizando o deslocamento E&], olhando-os
com muita atengdo, e recomega outra vez (PIAGET, 2003, p.
167).

Volume 5 Ntamero 1 - Jan-Jul /2013 10
www.marilia.unesp.br/scheme



ISSN: 1984-1655

Scheme

Revista Eletronica de Psicologia e Epistemologia Genéticas

O Deslocamento Nulo

Introduzimos a seguir nogao de deslocamento nulo, essencial a

definicdo do GPD como veremos adiante.

Como vimos, o resultado da composigao AB * BA é o retorno ao
ponto A. Ora, pela equacdo da composicdo dos deslocamentos temos que
AB « BA = AA. Assim, AA significa, literalmente, sair de A e retornar para 4, ou
ainda, representa, em termos dos pontos de partida e chegada, que
o deslocamento foi nulo. Logo, por defini¢do, neste caso, falaremos de desloca-

mento nulo. Vamos considerar ainda que exista apenas um tnico deslocamento

nulo e que ele pode ser representado de varias formas: A4, BB, CC etc.

Temos entdo que a conduta do retorno, descrita logo acima,
possibilita o deslocamento nulo. Podemos melhor compreender a nocao de des-
locamento nulo, quando ele é composto com outros deslocamentos (neste caso
ele ndo acrescenta nada a composicao dos deslocamentos) como é representado

na Figura 5.

Ce B

Figura 5 - Composi¢do com um deslocamento nulo

Com efeito, a composicdo mostrada na Figura 5 se expressa co-
mo (4B * BA) * AC; se realizarmos as operagoes temos (E * ﬁ) x AC = AA *

_  — _— — —

AC = AC; assim, a parte AA * AC = AC indica que A4 nada acrescenta ao des-

locamento AC.
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Conduta do Desvio e Associatividade da Composicao de Deslocamentos

Introduzimos agora a nocdo de conduta do desvio que, junto
com as nogdes estabelecidas anteriormente, permitem definir o GPD. Mostra-
mos também como ela equivale a associatividade na composicdo de desloca-
mentos, 0 que nos permitird mostrar que a estrutura matematica subjacente ao

GPD é um grupo, como veremos adiante.

Como vimos, o sujeito pode compor diversos deslocamentos
que poderao ser formalizados como composigdes vetoriais, conforme nossa ana-
lise anterior. Isso se torna particularmente importante quando o sujeito realiza
deslocamentos mais complexos do que o simples deslocamento de um ponto a
outro, ou mesmo na conduta do retorno. Analisemos entdo, em especial, a com-

posicdo de deslocamento AB * BC+ CD = ﬁ, ou seja, dos deslocamentos

E, ﬁ, CcD que resulta no deslocamento final E, como nos mostra a Figura 6.

c__—x%"

Figura 6 - Composicao de Deslocamento mais Complexo

Notemos que a possibilidade da crianca realizar diversos deslo-
camentos e as diversas coordenacdes desses deslocamentos a leva a compreen-
der a equivaléncia entre diferentes composicdes de deslocamentos. Um exem-
plo interessante dessa equivaléncia é a chamada conduta do desvio. Por defini-
¢do, dizemos que a crianga é capaz da conduta do desvio se, diante de um obsta-
culo que se encontra em seu caminho ou no caminho do objeto que movimenta,

ela compreende que pode realizar deslocamentos por caminhos alternativos
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para chegar ao ponto final, tendo-os por isso como equivalentes. Usando a no-
tacdo introduzida aqui, podemos representar a conduta do desvio por AB *

BD = AC + CD = AD como nos mostra a Figura 7.

C

Figura 7 - Conduta do Desvio

Assim, podemos ver que o deslocamento AB + BD é equivalen-

te ao deslocamento AC * CD, pois ambos resultam no deslocamento final AD
(representado pelo vetor tracejado em vermelho na Figura 7). A conduta do
desvio significa entdo que a crianca entende, de forma pratica e ndo conceitual,
que pode chegar ao ponto final D desviando do obsticulo interposto entre o

ponto inicial A e o final D.

Podemos agora mostrar que a conduta do retorno esta relacio-
nada a propriedade da associatividade da operagdo *. Vimos que AB * BC *
CD = AD. Ora, mas a composicdo representada por * é a coordenacdo de dois
deslocamentos, assim existem duas formas de fazer a composicdo AB * BC *
CD: (i) compondo primeiro os dois termos iniciais AB * BC, ficamos assim com
a equacao AB+ BC = AC e, a partir dai, com as equagdes (E * ﬁ) *CD = AC
CD = AD; e (ii) compondo primeiro os dois termos finais BC * CD, ficamos as-
sim com a equacdo BC * CD = BD e, a partir dai, com as equacdes AB * (BC

CD) = AB + BD = AD.
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Ora, das equacdes finais nos Itens (i) e (ii) acima, temos que tan-
to (E * ﬁ) xCD quanto AB * (R * Hj) sdo iguais a AD. Logo, temos que
(AB * BC) * CD = AB * (BC * CD). E, por existir esta igualdade, dizemos que a

operagdo * tem a propriedade da associatividades.

Mas, essa associatividade da operacdo *, ou seja, (ZE’) *?5) *
CD = 4B * (BC + CD), implica que AC *CD = AB * BD. Ora, esta é a equacao
que justamente representa a conduta do desvio! Assim, a conduta do desvio
indica que a operacao de composicdo de deslocamento realizada pela crianca

tem a propriedade da associatividade.
Vejamos uma observacdo que exemplifica a Conduta do Desvio:

Obs. 104 - [Jaqueline] a 1; 3 (6) repete uma experiéncia, agora,
com uma boneca: [a partir de um ponto A a sua frente, passan-
do por um ponto B, a sua esquerda,] ela a coloca atrds de si
[ponto D] com a mao esquerda, em seguida, ela se vira a direita
[passando pelo ponto B, a sua esquerda, pelo ponto A a sua
frente e pelo ponto C a sua direita; para reavé-la [no ponto D]. O
mesmo acontece pelo outro lado. (PIAGET, 2003, p. 161).

A observacdo abaixo exemplifica um caso mais complexo de

conduta do retorno.

Obs. 123 - Aos 1; 6 (8), Jacqueline joga uma bola sob um sofé
[de um ponto A, passando por um ponto B debaixo do sofa,
chegando a um ponto D]. Mas, em vez de se abaixar, imediata-
mente, e de procura-la no chdo [ponto B], ela olha o local, com-
preende que a bola atravessou o espago situado sob o sofa [pon-
to B] e se coloca em marcha para ir atras desse [ponto D]. Entre-
tanto, hd uma mesa a sua direita e o sofa estd encostado em
uma cama a sua esquerda, ela comeca [do ponto A] por virar as
costas ao local onde a bola desapareceu [ponto B], em seguida
ela contorna a mesa [ponto C] e, por fim, chega atrds do sofa
[ponto D], diretamente no lugar certo. Ela, portanto, contornou
o circulo por um itinerario diferente daquele do objetivo e ela-
borou, assim, um «grupo» por representagdo do deslocamento

3 Como, por exemplo, o caso da associatividade da operacdo de adi¢do de ntimeros naturais,
paraaqual (x +y) +z = x + (y + z) ou, utilizando ntimeros: (1+2) +3 =1+ (2+3) = 6.
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invisivel da bola e do «desvio» a cumprir para reencontra-la
(PIAGET, 2003, p. 178).

As Coordenagoes de Deslocamentos como Grupo Matematico

Agora, a partir dos resultados anteriores, introduzimos o Gru-
po Pratico de Deslocamentos, bem como mostramos que a estrutura matematica

subjacente a ele é uma estrutura de grupo.

Retomando, entdo, o que expusemos temos os seguintes ele-

mentos:

1. Os Deslocamentos, representados, por exemplo, por AB,BC,CD etc,;

2. A Composicdo dos deslocamentos, representada, por exemplo, por

_ —

AB * BC = AC;

3. O Deslocamento Inverso ou Conduta do Retorno, no qual para todo deslo-
camento, por exemplo, E, temos que existe o seu inverso E‘f;

4. O Deslocamento Nulo, representado, por exemplo, por AA,BE,CC etc,;

o

A Conduta do Desvio, representada, por exemplo, por
4F « (BC + CD) = 4B » BD.

Por definicdo — cf. Piaget (2003, cap. 2) e Piaget e Inhelder
(2003, p. 22) — dizemos que a crianga construiu o Grupo Pratico de Desloca-
mentos se o conjunto dos deslocamentos que ela é capaz de realizar (de si mes-

ma e dos objetos) tem todos os elementos acima.

Estas relacdoes nos remetem, na sua formalizacdo, a nocdo de
Grupo Matematico. Ora, do ponto de vista matemaético (cf. HOWSON (1972, p.
25), THOPSON (2010, p. 71), AYRES JR. (AYRES, p. 122)), um grupo é um par
ordenado (G,*) em que G é um conjunto ndo vazio e * é uma operagdo binaria
definida sobre os elementos de G. Vale lembrar que uma operagado binaria * em
G deve satisfazer a propriedade do fechamento, i. e., para todo a e b pertencentes
a G temos que o resultado da operagado (a * b) também pertence a G, em simbo-

logia matematica: Va,b € G,(a *b) € G.
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Além da operagdo bindria * satisfazer a propriedade do fecha-
mento, temos que para o par ordenado (G,*) ser um grupo matematico, ele deve

satisfazer aos seguintes axiomas.

1. Elemento Identidade ou Elemento Neutro: existe um elemento i em G tal
que para todo elemento a em G temos quei * a = aea * i = a. Em sim-
bologia matemética: 31 € G,Va € Gi*a=a=ax*l.

2. Elemento Inverso: para todo a em G existe um elemento b em G tal que
axb=1iebx*a=1inoqualiéo Elemento Identidade ou Elemento Neutro de-
finido acima. Em simbologia matemética: Va € G,3b € G,a*b=b*a =1i.

3. Associatividade: para todos a,b,c em G temos que (a*b) xc=ax* (b*c).
Em simbologia matematica: V a,b,c € G,(a*b) *c =a* (b * c).

Ao compararmos as possiveis coordenagdes de deslocamentos,
podemos perceber que o conjunto D de deslocamentos e a composigdo * possu-
em uma estrutura de grupo matematico, pois satisfazem aos axiomas apresen-

tados.

Elemento Inverso: vimos na se¢dao “O Deslocamento Inverso e a
Conduta do Retorno” (cf. pg. 9 e Item 3 da pg. 15) que existe a possibilidade da
crianca realizar uma combinacdo dos deslocamentos que lhe permite retornar
ao ponto inicial, ao qual denominamos de Conduta do Retorno. Temos que a
realizacdo dessa composicdo de deslocamentos permite dizer que o par ordena-

do (D,*) satisfaz ao Axioma do Elemento Inverso, pois para todo deslocamento®
XY em D, existe um elemento YX em D, tal que XY *YX = XX e YX XY =YY
sendo que XX e YY representam o Elemento Identidade ou Elemento Neutro

(XX = YY).

4 Quanto a propriedade de fechamento da operagdo * notemos que estamos considerando que o
GPD representa deslocamentos vetoriais, i. e., tal que AB e CD representam o mesmo desloca-
mento, se AB e CD tém o mesmo comprimento (magnitude), sdo paralelos entre si (mesma di-
regdo) e apontam para o mesmo lado (sentido) (cf. Oliveira e Silva (1970, p. 828 ss.)).

5 Vamos a partir daqui utilizar X,Y,Z e W como variaveis para identificar qualquer ponto no
espago 4, B, C etc.
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Elemento Identidade ou Nulo: vimos na secao “O Deslocamen-
to Inverso e a Conduta do Retorno” (cf. pg. 9 e Item 4 da pg. 15) que o par orde-
nado (D,*) satisfaz a propriedade do elemento identidade ou nulo, pois existe
um elemento XX ou YY em D, tal para todo elemento XY em D temos que

XX XY = XY e XY * YY = XY. O elemento identidade, ou nulo (representado de

—_—— —
diversas formas, AA,BB,CC etc.), significa, aqui, a capacidade da crianca de
compreender em atos a reversibilidade de suas ac¢oes resultando na nulidade
dos deslocamentos, ou seja, ela é capaz de agir e de reverter sua acao. Assim, a

composicao de um deslocamento com seu inverso resulta no elemento identi-

dade ou elemento nulo ﬂ, ﬁ}), CC etc. Como vimos, o resultado da anulacdo de
um deslocamento pode ser designado de “Deslocamento Nulo”, reforcando a
interpretagdo do elemento inverso na Conduta do Retorno. A crianca também é
capaz de compreender em atos que uma composicao de deslocamentos que en-
volva o deslocamento nulo nao afetara o deslocamento resultante - como vimos

na Figura 5 -, pois um deslocamento que saia de X e retorne a X e termine em Y
serd igual a um deslocamento XY, o que pode ser representado pela equacio

XX * XY = XY.

Associatividade: como vimos na secao “Conduta do Desvio e
Associatividade da Composigdo de Deslocamentos” (cf. pg. 12, Item 5 da pg.
15), a conduta da crianga nos permite afirmar que a composicao de deslocamen-
tos que ela realiza para alcangar seus objetivos desviando de obstaculos satisfaz
ao axioma da associatividade, pois para todos XY,YZ,ZW em D temos que

(W*ﬁ)*mzﬁ*(ﬁ*m).

Consideracoes Finais

Vimos entdo, neste trabalho, como o modelo Grupo Préatico de
Deslocamentos permite descrever a estrutura dos deslocamentos realizados pe-

la crianga (de si mesma e dos objetos) e da composicao entre eles, estrutura essa
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que é essencial na constituicdo da nogdo de espaco; em especial, introduzimos
uma notagdo matematica que permite explicitd-lo e permite mostrar também
que a estrutura matematica de grupo esta subjacente ao Grupo Pratico de Des-

locamentos, justificando seu nome.
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