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RESUMO

Apresentamos, neste artigo, algumas notas histéricas relativas ao conceito de infinitésimo, desde as
origens do célculo diferencial e integral de Leibniz e Newton a andlise ndo-standard de Robinson.
Introduzimos o célculo diferencial paraconsistente de da Costa e alguns de seus resultados relevan-
tes. Concluimos com um Teorema de Transferéncia do calculo diferencial classico para o calculo
diferencial paraconsistente.

Palavras Chave: Légica paraconsistente, teoria de conjuntos paraconsistente, infinitésimo, calculo
diferencial paraconsistente, teoremade transferéncia.

Introducéao

Os principios estabelecidos por Aristételes para a 16gica mantiveramse aceitos, praticamente sem discusséo,
até o final do século XIX.

A maior parte da contribuicéo relevante de Aristoteles para alégica encontra-se na colegdo de trabal hos conhe-
cida como Or ganon, mais especificamente nos Analytica priora e no De inter pretatione.

A légicaaristotélica fundamenta-se em trés principios, conhecidos como trésleis béasicas do pensamento aristo-
télico: principio da identidade - todo objeto é idéntico a si mesmo; principio da (néo-)contradi¢do — uma proposicéo
ndo pode ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo; e principio do terceiro excluido — toda proposicao € verdadeira ou
falsa, ndo havendo outra possibilidade.

Novos sistemas |6gicos, ditos ndo-classicos, surgem especialmente a partir do inicio do século XX, como re-
sultado de investigacBes sobre a natureza e indiscutibilidade dos principios aristotélicos (ver (D’ Ottaviano, 1990) e
(D’ Ottaviano; Feitosa, 2003)). Destacam-se entre 0s principais sistemas heterodoxos de |6gicas ndo-cléssicas, alternati-
vos aldgica cléassica, ossistemas paraconsistentes, cujo fundador € Newton Carneiro Affonso da Costa.

As |dgicas paraconsistentes sdo |6gicas que podem ser utilizadas como 14gicas subjacentes a teorias inconsis-
tentes e ndo triviais, como é o caso das chamadas teorias paraconsi stentes de conjuntos, criadas por da Costa.

Os artigos de da Costa sobre |6gicas paraconsistentes, teorias paraconsistentes de conjuntos e algumas de suas
possiveis aplicagdes, principalmente a matemética e a fisica, motivaramnos ao estudo da matemética inconsistente de
Mortensen e de trabal hos de Stroyan e Luxemburg.

! Este artigo corresponde a parte dos resultados da Tese de Doutorado do primeiro autor, sob a orientacéo do segun-
do, apresentada na Universidade Estadual de Campinas — UNICAMP, Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas —
IFCH, em junho de 2004.
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Carvalho (2004) - Sobre o calculo diferencial paraconsistente de da Costa —desenvolve o calculo diferencial
paraconsistente esbocado por da Costa em 1996 e introduzido em da Costa (2000). Sdo introduzidas defini¢es dos
conceitos bésicos do calculo diferencial, sdo demonstrados teoremas que generalizam importantes resultados cléssicos e
apresentadas aplicacfes desses resultados: uma, de natureza cléssica, baseada em problema sugerido por J. Bell, em
correspondéncia pessoal; e a segunda, de natureza paraconsistente, motivada pela “funcdo delta” de Dirac. A partir da
introducdo do conceito de superestrutura paraconsistente, € demonstrado um Teorema de Transferéncia do célculo
diferencial cléassico parao calculo diferencial paraconsistente.

Os célculos paraconsistentes de predicados C,~, 1 £ n £ w, foram introduzidos por da Costa em 1963 (ver (da
Costa, 1963a)). A teoria de conjuntos CHU;, aparentemente ndo trivial, que constitui ateoria de conjuntos subjacente
ao célculo diferencia paraconsistente, foi introduzida por da Costa (1986), tem como légica subjacente o célculo de
predicados de primeira ordem GC,~, e é fundamentada na teoria de conjuntos CHU, de Church (Church, 1974), por sua
vez baseada nateoria cléssica de conjuntos Zermel o -Fraenkel (teoria ZF).

Iniciamos este artigo com consideragdes historicas sobre a criagéo e o desenvolvimento do cdlculo diferencial e
integral, em especial sobre problemas relativos a nocéo de infinitésimo, intimamente relacionados ao desenvolvimento
do calculo e ao surgimento da andlise ndo-standard e do calculo diferencial paraconsistente.

Na Secdo 2, apresentamos, de forma sucinta, os sistemas paraconsistentes que constituem a logica e a teoria de
conjuntos subjacentes ao célculo diferencial paraconsistente introduzido neste trabalho, bem como alguns resultados
necessarios ao desenvolvimento do artigo: a partir da hierarquia de célculos proposicionais paraconsistentes C,, 1 £n £
w, de da Costa, e da hierarquia de calculos de predicados paraconsistentes G, , 1 £ n £ w, introduzimos o célculo C,~,
da hierarquia de célcul os de predicados paraconsistentes C,,~, 1 £ n £ w, e ateoria de conjuntos CHU;.

Na Seco 4, apresentamos as definicdes e resultados fundamentais relativos ao anel A e ao quase-anel A" dos
nimeros hiper-reais, extensdes do conjunto dos nimeros reais, e desenvolvemos o célculo diferencial paraconsistente
dedaCosta

Na ultima se¢do, introduzimos os conceitos de superestrutura paraconsistente, de monomorfismo entre superes-
truturas, e apresentamos um Teorema de Transferéncia, que nos permite “traduzir” teoremas do célculo diferencial
classico no calculo diferencial paraconsistente.

Nossa opcdo, como da Costa, por C,~ como |dgica subjacente para o cdlculo diferencial paraconsistente é bas-
tante natural, por ser aldgica subjacente a teoria CHU,, adotada como teoria de conjuntos subjacente a construcéo do
calculo diferencial paraconsistente desenvolvido. 1sso ndo significa, no entanto, que ndo seja possivel a adocdo de uma
outra l6gica, ou de outra teoria de conjuntos subjacentes, como mostra Mortensen (1995), Capitulo 5, em que diferentes
| 6gicas sdo utilizadas em abordagens ndo-classicas do céalculo diferencial eintegral.

1. Sobre o infinitéssimo e o desenvolvimento do calculo diferencial e integral, a analise néo-
standard e o calculo diferencial paraconsistente de da Costa

A nocgo de infinitésimo, que se relaciona diretamente com as propriedades do continud?, remonta & Grécia an-
tiga, por voltado século V a. C. Esta presente, por exemplo, na filosofia e na geometria dos Pitag6ricos, de Anaxégoras
de Clazornenae [499 a. C, 428 a. C], do filésofo atomista Demdcrito de Abdera [460 a. C, 370 a. C] e de Aristiteles
[384 a. C, 322 a. C]. Mas aparece, de forma mais explicita e relacionada com as propriedades do célculo, em trabalhos
de Eudoxo de Cnido [408 a. C, 355 a. C], Euclides de Alexandria[325 a. C, 265 a. C] e, principalmente, de A rchimedes
de Siracusa[287 a. C, 212 a. C] (ver (Boyer, 1974) e (Lintz, 1999)).

Eudoxo, com base no lema:

Se de uma grandeza qualquer se subtrair uma parte ndo menor do que sua metade, e do resto se subtrair ndo menos do que sua
metade, e assim se prosseguir, restara ao final, uma grandeza menor do que quaquer grandeza da mesma espécie,

desenvolve seu método da exaustao, através do qual mostra ser possivel trabalhar de formafinita e precisano calculo de
comprimentos, &reas e volumes.

Archimedes, cerca de um século depois, a0 utiliza-loem O método (Archimedes, 1950)°, considerado o seu

2 Referimo-nos, aqui, a0 continuo matematico, embora a nocéo de infinitésimo, ou quantidade infinitesimal, possa
igualmente ser associada ao continuo fisico relativo ao espago, tempo e movimento.

3 O método, uma das mais importantes obras de Archimedes, teve sua descoberta na era noderna cercada de misté-
rios. Em 1906, em Constantinopla, o fil6logo dinamarqués Johan L. Heiberg, convidado a analisar um palimpsesto
contendo 174 péginas, descoberto em 1899, no monastério do Santo Sepulcro, em Jerusalém, consegue descobrir, sob
inscricOes de textos religiosos datadas do século X111 da Era Crista, transcri¢es de partes de diversos trabalhos de Ar-
chimedes, dentre as quais, da obra O método, realizadas por volta do século X. Desaparecido durante a Primeira Guerra
Mundial, o livro reaparece por volta de 1930 em Paris, em uma colegdo particular, desaparecendo novamente até quase
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quarto trabalho (escrito na forma de carta a Eratostenes), na ordem cronol égica presumida do que conhecemos de sua
obra, antecipa-se as idéias fundamentais da teoria de limites, diferenciacéo e integracdo, que seriam desenvolvidas ape-
nas a partir do final do século XVI1I.

Os infinitésimos aparecem no tratado O método, sem magnitude, uma vez que néo sdo obtidos pela divisdo de
entes geométricos, e trilham, a partir dai, um longo e acidentado caminho, que inclui extensos periodos até de esqueci-
mento na matematica. Podemos considerar os séculos XVI e XVII como periodos de grande interesse pelos infinitési-
mos, gragas, em parte, aos trabalhos de fisicos e astrénomos proeminentes, como o alemédo Johannes Kepler [1571,
1630], o italiano Galileu Galilei [1564, 1642], e um de seus mais destacados discipulos - e sucessor na Universidade de
Pisa -, Evangelista Torricelli [1608, 1647] (ver (Torricelli, 1644)), que aplicaram, com relativo sucesso e rigor, 0 méto-
do infinitesimal afisicae a matematica.

Kepler (1615, p.551-646), utiliza transformacgdes geométricas e métodos infinitesimais no célculo do volume
de indmeros solidos de revolugdo, em particular, no calculo do volume de tonéis de vinho. Suas falhas conceituais sdo
compensadas pelo pioneirismo de suasidéias.

Galilel (1638) utiliza propriedades dos infinitésimos, inclusive algumas rel acionadas com sua ordem, no estudo
de problemas da mecénica e da dindmica, como no movimento de projéteis e queda livre de corpos. Um dos resultados
obtidos, por exemplo, € que a area delimitada por uma curva dada pela velocidade de um mével em fungdo do tempo é
a distancia percorrida pelo mesmo, no intervalo de tempo considerado. Em Galileu (ver (Galilei, 1890-1909)) ja encon-
tramos a utilizacdo do termo indivisivel, porém seu uso mais extensivo ocorre com seu discipulo Bonaventura Cavalieri
[1598, 1647]. Cavalieri, em (Cavalieri, 1966) (traducéo para o italiano da publicacéo original Geometria indivisibili-
bus continuorum nova quadam ratione promota, de 1635, e da edicdo postuma, melhorada, de 1653), desenvolve,
mesclando o0 método da exaustdo e o método infinitesimal de Kepler, um novo processo para o célculo de éreas e de
volumes. Na edi¢do original, possivelmente pela falta de recursos algébricos para generalizar seus resultados, incorre
em falhas grosseiras, que acabam por eclipsar seus aspectos positivos, conforme comentarios de Baron (1969, p.123).
Motiva-se, no entanto, com as criticas recebidas e aprimora 0 seu método, que é reapresentado na edi¢do pdstuma de
1653. Por essa obra, uma das mais importantes publicacdes em integracdo geométrica do século XVII, Cavalieri pode
ser considerado um dos mais representativos precursores do célculo diferencial eintegral®.

Torricelli, que até o inicio do século XX teve pouco de sua importante obra publicada, interpreta, com clareza,
em (Torricelli, 1644), os conceitos de derivada e de integral, elucidando aspectos obscuros da obra de Cavalieri.

Podemos destacar ainda, entre os precursores do célculo diferencia e integral, René Descartes [1596, 1650],
Pierre Simon de Fermat [1601, 1655] e John Wallis[1616, 1703] (ver (Boyer, 1974) e (Lintz, 1999)).

Wallis, 0 mais eminente matematico inglés anterior alsaac Newton, em 1655, aritmetiza, num certo sentido, os
indivisiveis de Cavalieri (ver (Wallis, 1693) e (Baron, 1969)), substituindo as raz6es geométricas de Cavalieri por so-
mas de séries de poténcias inteiras de nimeros naturais; Fermat, em (Fermat, 1679, volume 2)° (ver também (Fermat,
1891-1922)), introduz a representacdo gréfica de funcfes e estuda problemas de méximos e minimos e de tangéncia; e
Descartes, em La géométrie (ver (Descartes, 1686)) - tratado que integra, praticamente como anexo, a obra (Descartes,
1637)° -, cria ageometria analitica e estuda, algebricamente, propriedades de funcdes, com o auxilio do célculo.

Mas a paternidade, propriamente, do calculo, é dividida entre Isaac Newton [1642, 1727] e Gottfried Wilhelm
Leibniz [1646, 1716].

Newton foi discipulo e sucessor de Barrow (ver (Barrow, 1670)) em sua catedra na Universidade de Cambrid-
ge. Motivado em suas pesquisas, na fisica e na matematica, pela fisica de Aristételes e pelo método axiomético de Eu-

o final dos anos 90. Sabe-se hoje que foi analisado por Constantine von Tischendorf, na biblioteca da casa Metochion,
da Igreja do Santo Sepulcro, em 1846. Curiosamente, apds sua morte, entre fragmentos de manuscritos integrantes de
seu espdlio vendidos & biblioteca da Universidade de Cambridge, encontrava-se umafolha do palimpsesto que examina-
ra em 1846, e que, analisada por Nigel Wilson, do Lincoln College — Oxford em 1983, viria a ser confirmada como
parte do palimpsesto analisado por Heiberg. Levado a leil&o pela Casa Christie's em Nova Y ork, em 29 de outubro de
1998, ap6s tédo somente cinco minutos, o palimpsesto é arrematado por dois milhdes de délares (para a insatisfacéo da
Igreja Ortodoxa Grega de Jerusalém, que teve seu pedido de embargo do leildo rejeitado pela Corte de Nova York).
Com a promessa de servir a comunidade cientifica apds o periodo de tratamento ao qual deveria ser submetido, que
ocorreria sob a chancela do Rochester Institute of Technology, ou da John Hopkins University, é posto sob os cuidados
daThe Valters Art Gallery, de Baltimore.
SVq'ahttp://www.thewalters.org/archi medes/frame.html - consulta realizada em deze mbro/2003).
Baron (1969) apresenta uma comparagdo entre o método de integragdo com recursos geométricos de Cavalieri e a
intesgragao classica
Obra pdstuma que retine os manuscritos de Fermat, consistindo de dois volumes, editada por seu filho mais velho,
Samuel de Fermat e concluida em 1679. O segundo volume contém, entre outros tratados importantes, De maximis et
minimis, que trata, algebricamente, de problemas de maximos e minimos.
® Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les sciences. Plus La dioptri-
que, Les météoreset La géométrie.
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clides, foi também influenciado pelos trabalhos de Wallis, particularmente por Wallis (1693). Seus trabalhos mais rele-
vantes para o desenvolvimento do célculo diferencial e integral, na ordem de publicacdo, sdo Philosophiae naturalis
principia mathematica(1687), Optics (1704), Universal aritmethic (1707), Analysis per quantitatum series, fluxi-
ones, ac differentias (1711), Methodus differentialis (1711), e M ethodus fluxionum et serierum infinitarum (1736)
(ver (Newton, 1671, 1687, 1711 e 1967-1981)).

Alguns de seus trabalhos sdo frutos da compilagéo de manuscritos antigos, que relutara em publicar assim que
0s produzira, como Optics (1704), escrito originalmente em inglés, que inclui, como apéndices, os tratados Cubic cur-
ves, Quadrature and rectification of curves by the use of infinite series e Method of fluxiones. Neste Gltimo, Method of
fluxiones, sdo introduzidas as entidades denominadas fluxdes e fluentes.

Outro exemplo é Analysis per quantitatum series, fluxiones, ac differentias (1711), uma compilagdo de va-
rios tratados, dos quais, para o cdlculo diferencial e integral, 0 maisimportante € De analysi per aequationes numero
terminorum infinitas. Neste, Newton introduz a nog&o de momento de um fluente’.

Newton introduz, através dessas entidades, dois tipos classicos de problemas do célculo. O primeiro deles e-
quivale a encontrar a fluxao associada a fluentes dados, a partir de relacdes conhecidas entre os mesmos, o que corres-
ponde ao processo de diferenciacdo do calculo usual. O segundo, um processo inverso do primeiro, equivale a determi-
nacdo da relacdo entre as fluxdes de dois fluentes, dada a equacdo que traduz a relacdo existente entre tais fluentes, o
que corresponde ao processo de integracéo do calculo usual.

Newton esperava, com o0 uso das fluxdes e dos fluentes, dar mais consisténcia ao seu método infinitesimal, no
gue ndo foi totalmente bem sucedido. De fato, ndo conseguiria justificar satisfatoriamente o desaparecimento, em ope-
ragdes com momentos dos fluentes, de certas quantidades, ou incrementos, tacitamente considerados despreziveis.

V gjamos um exemplo de uso desses conceitos por Newton.

Pretendendo relacionar a curva dada por z = aX" com a area delimitada pela mesma, e adotando para x o no-
mento o, Newton, através de sériesinfinitas, obtém:;

am(m- 1 -
z+oy =ax"+amx™ 'o +—(2I ) M- 262 o

Sendo z = ax", 0 ndo nulo, e assumindo que as poténcias de 0 maiores ou iguais a 2 podem ser desprezadas,
obtém, operando convenientemente, y = amx™*. Mas o desaparecimento das poténcias de o maiores do que 2 ndo é
adequadamente justificado.

Através do método similar dos fluentes e fluxdes, em que, de forma andloga ao caso acima, ha “ acréscimos e-
vanescentes” dos fluentes x, Newton obtém, a partir de z + oy = a(x + 0 X)™ o resultado Yy = amx™* X, ou, nalin-
guagem que seria desenvolvida por Leibniz,

ﬂ = amx™! %
dt at

. . dy dx ) _ dy
de onde, determinando arazdo entre E e E , obtém o equivalente a d_ X
X

Paralela e independentemente de Newton, Leibniz, por volta de 1673, em Paris, notivado por trabalhos de
Descartes relativos a geometria analitica, e, principalmente, de Pascal, relativos ao método infinitesimal, ensaia os pri-
meiros passos rumo acriagéo e formalizagéo do célculo.

Incentivado por Huygens, a quem apresenta suas pri meiras descobertas, recorre atrabalhos de Nicholas Merca-
tor [1620, 1687], John Wallis [1616, 1703], James Gregory [1638, 1675] e Henry Oldenburg [1618, 1677] para apro-
fundar seus conhecimentos mateméti cos.

Através de Oldenburg, um dos mateméticos com os quais manteve correspondéncia, Lebniz, em 1676, viria a
se comunicar com Isaac Newton - o que, conforme Baron (1969), seria de grande significado matemético e se incorpo-
rariaas controvérsias envolvendo seus nomes, acerca da paternidade do calculo, pel os préximos 250 anos.

" No método das fluxdes, as quantidades infinitesimais sdo trabalhadas cinematicamente, de tal modo que as varia-
¢oes infinitesimais da variavel tempo tornam-se parte do processo que gera magnitudes geométricas. As quantidades
varidveis x recebem o nome de fluentes, e o conceito de derivada € obtido a partir da nogéo de fluxdo X do fluente x:

o . ~ . ~ . . L .

X é afluxao do fluente x; X € aflux&o do fluente X, etc, enquanto que inversamente, X € o fluente do qual x é aflu-
x&0. O momento de um fluente x € definido como o acréscimo ocorrido em X em um periodo indefinidamente pequeno
(o) de tempo, e denotado por 0 X .
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Em Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales
quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus, Leibniz (1684) (ver (Lebniz, 1983)), antecipando-se em
cerca de trés anos a publicacdo dos Principia Mathematica de Newton, sistematiza o calculo diferencial, introduzindo a
notacgéo bésica, que seria adotada em definitivo, como, por exemplo, dx paraexpressar adiferencial de x.

Em De geometria recondita et analys indivisibilium atque infinitorum, Leibniz (1686) (ver (eibniz,

1983)), sistematiza o célculo integral, estabelecendo a notagéo bésica definitiva para 0 mesmo, como a notagéo X ,

depois modificada para X dx, daintegragéo usual.

Dentre as diferencas fundamentais que podemos observar nos trabalhos de Newton e de Leibniz, destaca-se 0
carater atribuido aos infinitésimos.

Newton utilizava os incrementos infinitesimais no calculo diferencial apelando para propriedades da dinamica.
Por valer-se da eliminacéo de diferenciais de ordens superiores sem justificativa plausivel, viria a ser duramente critica-
do, em especial pelo bispo anglicano George Berkeley [1685, 1753].

Berkeley (1734) (The analyst), mesmo ndo sendo a obra que concentra as discussdes mais profundas sobre as
inconsisténcias do método infinitesimal de Newton, é a mais citada, e, vista hoje com certa indulgéncia, mostra ter bem
mais a oferecer do que a célebre caracterizagdo dos infinitésimos como ghosts of departed quantities. A citagdo abaixo,
gue corresponde a integra do Item VI de The analyst 2002 - edi¢éo eletronica de David R. Wilkins (Universidade de
Dublin) -, representa bem aténica das criticas de Berkeley®.

VI. And yet in the calculusdifferentialis, which Method servesto all the same Intents and Ends with that of Fluxions, our mod-
ern Analysts are not content to consider only the Differences of finite Quantities: they also consider the Differences of those Dif-
ferences, and the Differences of the Differences of thefirst Differences. And so onad infinitum. That is, they consider Quantities
infinitely less than the least discernible Quantity; and others infinitely less than those infinitely small ones; and till othersinfi-
nitely less than the preceding infinitesimals and so on without end or limit. Insomuch that we are to admit an infinite succession
of infinitesimals, each infinitely less than the foregoing, and infinitely greater than the following. Asthere arefirst, second, third,
fourth, fifth & c. Fluxions, so there are Differences, first, second, third, fourth, &c. in an infinite Progression towards nothing,
which you still approach and never arrive at. And (which is most strange) although you should take a Million of Millionstothe
least given Quantity, it shall be never the bigger. For thisis one of the modest postulata of our modern Mathematicians, and it is
a corner-stone or Ground-work of their Speculations.

Publicado The analyst, ndo tardou para que simpatizantes da nova andlise saissem em defesa de Newton e de
suas idéias, como James Jurin [1684, 1750], com Qurin, 1734) (Geometry no friend to infidelity..) e (Jurin, 1735)
(The minute mathematician..)), e Benjamin Robbins [1707, 1751], com (Robins, 1735) (A discourse concerning the
nature and certainty of Sir Isaac Newton’s methods of fluxions and of prime and ultimate ratios).

As criticas, por outro lado, ndo impediam a divulgacdo dos trabalhos de Newton e de Leibniz. Os matematicos
suicos Jacques Bernoulli [1654, 1705] e Jean Bernoulli [1667, 1748], irm&os, que mantiveram assidua correspondéncia
com Leibniz®, foram os seus primeiros divulgadores (ver (Bernoulli, 1744)). Jean foi professor do Marqués Guillaume
F. A. de I’Hospital [1661, 1704], entre 1690 e 1692, a quem teria cedido, por via de um obscuro acordo, descobertas
gue seriam usadas na redagdo do primeiro livro sobre o célculo infinitesimal, de de I'Hospital (1696) (Analyse des
infiniment petits pour I’intelligence des lignes cour bes). Apesar da pendéncia sobre a producgdo intelectual, a realida-
de é que de I'Hospital (1696) da o melhor tratamento, até entdo, ao caréter inconsistente das quantidades infinitesimais.
Isto se revela na axiomatizagao utilizada por I Hospital, da qual destacamos as definicdes e postulados seguintes.

Definicdes

- Quantidades variaveis sdo aquelas que aumentam ou diminuem continuamente, quantidades constantes sao
as que permanecem fixas enquanto as outras variam

- A porcéo infinitamente pequena segundo a qual uma quantidade variavel continuamente aumenta ou diminui
€ chamada diferencial .

Postulados

Pode-se tomar, indiferentemente, qualquer uma de duas quantidades que diferem entre si por uma quanti-
dade infinitamente pequena.

- Uma linha curva pode ser considerada como uma colegéo de infinitos segmentos, todos de comprimento i n-
finitesimal, ou seja, pode ser aproximada por uma linha poligonal com quantidade infinita de lados, todos de cont
primento infinitesimal.

8 Respeitamos, nessa citagéo, a grafia da fonte consultada.
° A denominagao calculo integral, sugerida por Jacques Bernoulli, foi acatada por Leibniz.
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Contornando mais adequadamente o problema das inconsisténcias do infinitésimo, a fornmulacdo de de
I'Hospital deixa clara arelagdo que existe entre a equacdo da reta tangente a uma curva dada por y = f(x), num de seus
pontos, e osincrementos infinitesimais considerados (dy e dx, segundo a notagdo introduzida por Leibniz).

Mas isso ndo seria suficiente para garantir aadequacdo dos infinitésimos como base segurapara o caculo dife-
rencia e integral. E 0 que mostram mateméticos e filésofos da Academia Real de Ciéncias de Paris, cujas opinides
divergentes sobre o tema dariam inicio a um longo ciclo de discussies entre adeptos e contrarios a nova teoria matenmé-
tica de Newton e Leibniz. Destacam-se entre 0s seus simpatizantes, Pierre Varignon [1654, 1722] e Joseph Saurin
[1659, 1737], e entre seus opositores, Michel Rolle [1652, 1719]. Foram estes os protagonistas dos maiores debates
sobre o célculo na Academia Real de Ciéncias de Paris, entre os anos de 1700 e 1706.

Varignon, por acreditar na existéncia real dos infinitésimos - ao que parece crendo ser esta também uma con-
vicgdo de Leibniz -, apresentava uma defesa frégil contra os argumentos de Rolle, nos debates que travaram entre 1700
e 1701 (ver (Pin, 1987) e (Joven, 1997)).

Leibniz, manifestando-se junto a Academia de Paris, depois de um periodo um tanto longo de siléncio, declara
sua descrenca quanto aextensdo material dos infinitésimos ao considera-los ficgdes Uteis, capazes de justificar proprie-
dades apenas de objetos com existéncia real. 1sso desagrada bastante os adeptos de suas idéias que, como Varignon,
nutriam a crenca na existéncia real dos infinitésimos. Os debates prosseguem, entdo, entre 1701 e 1706, envolvendo
mais diretamente Saurin e Rolle, terminando apenas ap6s a agdo conciliatéria de uma comissao especialmente criada
paratal fim. Rolle e seus partidarios saem satisfeitos da contenda, considerando que ndo haviajustificativarigorosa para
aexisténciados infinitésimos.

Formalmente, entretanto, nada chegou a ser apresentado que justificasse que o método infinitesimal n&o fun-
cionava bem na pratica, razéo suficiente para que Leibniz e seus seguidores ndo se considerassem derrotados.

Joven (1997) comenta as discussdes entre Rolle e Varignon, e apresenta respostas de Leibniz a ataques contra
0 que se considerava faltaderigor e novidade no trato com o infinito e com osinfinitésimo s e suas ordens.

Do mesmo modo, Pin (1987) analisa as criticas histéricas ao método das fluxdes de Newton e, especialmente,
asidéias de Leibniz, concluindo que a redencéo deste Ultimo vem, de certo modo, através de Abraham Robinson, em
sua anélise ndo standard:

El Andlisis no-standard viene a otorgar razén alaintuicion de Leibniz, alegitimar su instalacion en laaporiay, al tiempo, red-
mile de ella, aprocurar um modelo en & que dos magnitudes que difieren por una magnitud infinitamente pequena son - en €l re-
gistro a menos, que interessaba a Leibniz - equiparables entre i, sin que ello excluya a tal diferencia del concepto proprio de
magnitud (p. 101).

Tendo o calculo diferencia e integral sobrevivido as criticas e ataques iniciais, restava a tarefa de consolida-lo,
0 que significava estabelecer principios claros e rigorosos para justificar a existéncia e propriedades dos infinitésimos,
sobre os quais fora edificado. Masisso ndo seria conseguido, pelo menos no prazo desejado pelos matematicos do sécu-
lo XVIII. Ja com ateoria de limites despontando no horizonte matematico, Augustin-Louis Cauchy [1789, 1857] faria,
sem sucesso, uma das Ultimas tentativas da época para conseguir esse intento, tratando os infinitésimos ndo mais cono
quantidades fixas, mas como varidveis tendendo a um limite, particularmente a zero. Concentrando-se, entéo, na emer-
gente teoria de limites, Cauchy, em (Cauchy, 1821) e (Cauchy, 1826/1829), introduz importantes resultados sobre con-
tinuidade e convergéncia de funcgbes, bem como sobre séries, diferenciacéo e integrago, tornando-se, com isso, precur-
sor do calculo diferencial e integral moderno.

Mas os contornos definitivos desse célculo seriam tragados por Karl Theodor Wilhelm Weierstrass [1815,
1897], com sua aritmetizagdo, através da qual problemas remanescentes dos trabalhos de Cauchy seriam sanados. Em
particular, a Weierstrass sdo creditadas a definicdo rigorosa de limite através dos € s e d s, e as correspondentes defini-
¢oes de continuidade, diferenciabilidade e outras nogdes afins. A publicagdo de sua extensa obra, pela qual é considera-
do o pai da moderna andlise, sO € iniciada, no entanto, nos Ultimos anos de sua vida, mais precisamente em 1894. Entre
0s poucos artigos publicados em vida, destaca-se Weierstrass (1854), no qual introduz ateoria de fungdes abelianas. Foi
através de cursos, basicamente, como os ministrados na Universidade de Berlim, nos periodos de 1859-1860 (Introdu-
¢ao a andlise), e 1860-1861 (Calculo integral ), que divulgou grande parte de seus resultados inéditos sobre séries, fun-
¢Oes periddicas, funcbes elipticas, fungbes abelianas, calculo de variagdes, etc. Suas obras compl etas sdo editadas entre
1894 e 1927 (Weierstrass, 1894-1927), com uma reedicdo em 1967.

Muitos outros grandes mateméticos, além dos anteriormente citados, haviam colaborado, e outros colaborariam
ainda, de forma significativa, na construcéo, aperfeicoamento e consolidagdo do célculo diferencia e integral com base
na teoria de limites, como Leonhard Euler [1707, 1783], Jean L. R. d’Alembert [1717, 1783], Carl Friedrich Gauss
[1777, 1855], Bernard Placidus J. N. Bolzano [1781, 1848], Augustus De Morgan [1806, 1871], George Boole [1815,
1864], Leopold Kronecker [1823, 1891], Georg F. B. Riemann [1826, 1866], JuliusW. R. Dedekind [1831, 1916], Georg
Cantor [1845, 1918] e David Hilbert [1862, 1943], entre outros. Destacamos, entre estes, Cantor, com sua teoria do infi-
nito e resultados sobre nimeros ordinais e cardinais, indispensaveis tanto para a l6gica quanto para amatematica con-
temporéneas (ver (Bochenski, 1951 e 1961) e (Boyer, 1974)).

Abordagens cléssicas bastante interesssantes do calculo diferencial e integral, com o uso de infinitésimos, po-
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dem ser vistas em (Keisler, 1976) (Elementary calculus: an infinitesimal approach) e (Bell, 1998) (A primer of infini-
tesimal analysis).

Porém, o retorno - definitivo, ao que parece -, dos infinitésimos ao cenério da matematica, da&-se com Abraham
Robinson [1918, 1974], que em (Robinson, 1996) (reedicdo revisada da primeira edi¢do publicada em 1966) apresenta
uma nova teoria para a andise matemética, baseada nos infinitésimos e com o uso da teoria de modelos, a qual denori-
na analise ndo-standard. Esbocada em 1960, teve suas idéias iniciais apresentadas, em novembro do mesmo ano, em
semindrio realizado na Universidade de Princeton, Estados Unidos e, depois, em janeiro de 1961, no encontro anual da
Association for Symbolic Logic, quando foi, entdo, publicada nos Proceedings of the Royal Academy of Sciences of
Amsterdam em 1961 (ver (Robinson, 1961)), sob o titulo Non-Sandard Analysis. Tendo sido editada como livro em
1966, foi revisada por Robinson em 1973, e teve sua segunda edi¢do lancada em 1974 - versdo que é reeditada em 1996
(ver (Robinson, 1996)).

O tratamento dispensado por Robinson as quantidades infinitesimais reflete de forma precisa, segundo Stroyan
e Luxemburg (1976), asidéias originais de Leibniz.

A andlise ndo standard, por ser construida sobre uma extensédo do conjunto dos nimeros reais, contendo ele-
mentos infinitesimais e elementos infinitos, pode ser considerada uma extensdo da analise classica.

Numa perspectiva distinta da de Robinson, da Costa propde um calculo diferencial paraconsistente, como uma
das varias teorias inconsistentes, mas ndo-triviais, que podem ser desenvolvidas com o uso da l6gica paraconsistente e
da teoria paraconsistente de conjuntos, satisfazendo o assim denominado Principio de I'Hospital (ver {da Costa,
2000)):

On demande qu’ on puisse prendre indifféremment I’ une pour | autre deux quantités qui ne différent entr’ elles que d' une quant -
téinfiniment petite: ou (ce qui est la méme chose) qu’ une quantité qui N’ est augmentée ou diminueé que d' une autre quantité in-
finiment moindre qu’ elle, puisse &re considérée comme demeurant la méme...*°

Os trabal hos de Robinson e de da Costa pdem em evidéncia aimportancia de se estabel ecer, em bases | 6gicas e
conjuntistas rigorosas, a linguagem sobre a qual é desenvolvida a andlise, com o uso de infinitésimos. A construgéo de
uma analise que tenha subjacentes, como no caso de da Costa, uma légica e uma teoria de conjuntos paraconsistentes,
exige ainda mais profundos cuidados.

Face atais consideracBes, parece-nos conveniente a inser¢ao de alguns fatos historicos relativos ao desenvol-
vimento daldgica e acriagdo dateoriade conjuntos e das | 6gicas ndo-cl assicas.

A légica moderna inicia-se no século XVII, com Leibniz (ver (Leibniz, 1966), (Leibniz, 1983), (Couturat,
1903), (D’ Ottaviano, 1992) e (D’ Ottaviano; Feitosa, 2003)).

Se os trabalhos de Leibniz ndo tivessem permanecido quase desconhecidos até o inicio do século XX, Leibniz
teriasido, também, ainda no século XVII, um dos responsaveis diretos pel o desenvolvimento da | égica contemporanea,
gue ocorreu a partir do inicio do século XX.

De acordo com da Costa (1992), o século X1X foi um dos periodos aureos da matematica, e muito influenciou
a cultura e o pensamento em geral do século XX, tendo contribuido, direta ou indiretamente, para o0 surgimento da
|6gica matemética e, principal mente, das | 6gicas ndo-classicas.

Os passos essenciais para a introducéo do método logistico e da |6gica matemética foram dados por Friedrich
L. G. Frege [1848, 1925] - o verdadeiro fundador da lI6gica moderna -, com (Frege, 1977) (Begriffsschrift, publicado
originamente em 1879), juntamente com Bertrand Russell [1872, 1970] eAlfred N. Whitehead [1861, 1947], com
(Russell, 1908) (Mathematical logic as based on the theory of types) e (Whitehead; Russell 1910-1913) (Principia
mathematica).

Seus trabalhos, juntamente com os trabalhos de Hugh McColl [1837, 1909], Jan Lukasiewicz [1878, 1956],
Nicolg A. Vasiliev [1880, 1940], Luitzen E. J. Brouwer [1881, 1966], Alfred Tarski [1902, 1983], Stanislaw Jaskowski
[1906, 1965], Kurt Godel [1906, 1978], e, bem mais recentemente, de Newton Carneiro Affonso da Costa, foram fun-
damentais para que se alterasse o panorama da légica e da matemética no século XX, com a formalizacdo da l6gica
cléssica e o advento e multiplicagéo das | 6gi cas ndo-classicas.

Frege, em Begriffsschrift, introduz os principios que iriam delinear a doutrina logicista, que procura reduzir a
aritmética a l6gica. Nesse trabalho, Frege apresenta, pela primeira vez, o calculo proposicional, na forma |6gica moder-
na. No entanto, se consegue alcancar com sua linguagem, apoiada essencialmente em elementos da |6gica classica, 0
rigor que faltava a Cantor, falha na concepcdo de alguns principios, como na do principio da compreensdo (do qual
trataremos na Se¢do 2), que implicava uma importante inconsisténcia, descoberta por Russell, e conhecida como Para-
doxo de Russell (ver (D’ Ottaviano; Feitosa, 2003)).

Com os trabalhos de Frege, Cantor e Russell, principalmente, desencadeia-se a célebre crise dos paradoxos
entre o final do século X1X e o inicio do século XX, que leva 0os matematicos a se conscientizarem sobre a necessidade
de umarevisdo cuidadosa dos fundamentos da matematica.

10 Simplificadamente: “ duas quantidades finitas que diferem por uma quantidade infinitamente pequena, sdoiguais’.
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Russell e Whitehead, com Principia mathematica, consolidam a posi¢éo da corrente logicista - e formalizam,
pela primeira vez, alégica classica, como proposta de solugdo para a chamada crise dos fundamentos da matematica,
com enfoques distintos da corrente formalista de Hilbert e da corrente intuicionista de Brouwer.

A formalizagdo da teoria de conjuntos de Cantor, com os trabalhos de Zermelo, Skolem, Fraenkel, von Neu-
mann e Godel, entre outros, também contribuiu fortemente para os fundamentos da matematica, vialdgica cléassica.

Algunsfilésof os e mateméticos, entretanto, buscaram solugdes fora do contexto cléssico.

Lukasiewicz, em (Lukasiewicz, 1910) (O Zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa: studium krytyczne)'* eno
artigo Uber der satz von widerspruch bei Aristoteles (1910), discute sobre a posicio central do principio da (n&o-
)eontradic&o na légica e discorre sobre a conveniéncia de uma revisdo das leis bésicas da | 6gica aristotélica (ver (Le-
Blanc, 2002)). Introduz, posteriormente, em 1920, um calculo proposicional trivalente (L3), que é generalizado para
calculos com uma quantidade finita qualquer de valores de verdade e, em 1922, para calculos proposicionais com quan-
tidades infinitas de valores de verdade (ver (Lukasiewicz; Tarski, 1930) e (Borkowski, 1970)).

Jaskowski, discipulo de Lukasiewicz, motivado por problemas diversos relativos a contradicdes, especialmente
0s concernentes as “convincing reasoning which nevertheless yield two contradictory conclusions’, constréi o primeiro
sistema de | 6gica paraconsistente (D2) em (Jaskowski, 1948) e (Jaskowski, 1949), restrito, porém, ao caso proposicio-
nal (ver (Jaskowski, 1969)).

O sistema D, de Jaskowski é conhecido como légica discussiva ou ldgica discursiva (ver O’ Ottavianno,
1992)).

O brasileiro da Costa, porém, é considerado o verdadeiro fundador das I6gicas paraconsistentes, assim como
das teorias paraconsistentes de @njuntos. Arruda (1980), da Costa e Marconi (1989), D’ Ottaviano (1990 e 1992),
D’ Ottaviano e Epstein (1990), da Costa (1992), Carnielli (1992 e 2000), Carnielli e Marcos (2002) e Pizzi (1992), cons-
tituem referéncias importantes que abordam, sob variados enfoques, 0 processo de criagcao e formalizagéo das légicas
néo-cléassicas — € dada especial atencdo a logica discussiva de Jaskowski e as teorias paraconsistentes introduzidas em
(da Costa, 1963a, 1963be 1974).

Se T é uma teoria (dedutiva) e L é uma ldgica subjacente a T, cuja linguagem possui um simbolo de negagéo
“@’, dizemos que T é consistente se ndo apresenta como teoremas duas formulas da linguagem de L tais que uma segjaa
negacdo da outra, isto €, se ndo possui teoremas contraditérios. Caso contrério, T € inconsistente, isto €, encerra teore-
masdotipo A e DA.

Portanto, se uma teoria T € inconsistente e em sua | 6gica subjacente séo validas as propriedades usuais da con-
junc&o, entdo em T ocorrem contradicdes A U @A como teoremas, e reciprocamente.

UmateoriaT étrivial (ou supercompleta) se toda férmula (ou toda sentenca) de sua linguagem é teorema; caso
contrério, T diz-se ndo-trivial (ou ndo- supercompleta).

Uma légica é paraconsistente se pode servir de base para teorias inconsistentes, porém ndo triviais, que sdo
ditasteorias paraconsistentes.

Nas |6gicas paraconsistentes, o escopo do principio da (ndo-)contradi¢do €, num certo sentido, restrito. Pode-
mos dizer, como da Costa eMarconi (1989), que se em um sistema ldgico a forca desse principio € restrita, entdo o
sistema pertence a classe das bgicas paraconsistentes. De fato, nas légicas paraconsistentes, o principio da (n&o-
)contradicdo ndo é necessariamente invalido, mas em toda | égica paraconsistente, de uma férmula e sua negagéo ndo €
possivel, em geral, deduzir qualquer férmula.

As hierarquias de calculos proposicionais paraconsistentes G,, de célculos de predicados paraconsistentes Cn?e
de célculos de predicados paraconsi stentes com igualdade C,,~ de da Costa, 1 £ n £ w, foram introduzidas em (da Costa,
1963a) (ver (da Costa, 1974 e 1993)). Esses sistemas sd0 apresentados em uma série de artigos, a partir de 1963 (ver
(Arruda, 1980 e 1989), (da Costa; Marconi, 1989) e (D’ Ottaviano, 1990)).

Trabalhos de 16gicos, mateméticos e fildsofos de vérios paises, entre eles discipulos e colaboradores de da
Costa - como Arruda, Chuaqui, Raggio e Sette -, e o crescente interesse da conunidade cientifica internacional pelas
|6gicas ndo-classicas, notadamente pelas |6gicas paraconsistentes, tém contribuido para sua consolidagdo, bem como
para 0 advento de novas teorias baseadas nessas |6gicas - como cédlculos diferenciais paraconsistentes -, e a expansao
de seus campos de aplicagéo.

2. Os Célculos Paraconsistentes C,, Cr € Cri™

1 Sobre o principio da contradicdo de Aristételes: estudo critico (1910).
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Nesta secéo, apresentamos as hierarquias de calcul os paraconsistentes de da Costa e algumas de suas proprie-

dades, necessarias aintroducado do calculo diferencial paraconsistente.
. . . .. . . . . . L4
As hierarquias de célculos proposicionais paraconsistentes G,, de calculos de predicados paraconsistentes G,

e de célculos de predicados paraconsistentes com igualdade G~ de da Costa, 1 £ n £ w, foram introduzidas em (da
Costa, 1963a) (ver (da Costa, 1964a, 1964b, 1974, 1989, 1993 e 1996)). Esses sistemas sd0 apresentados em uma série
deartigos, a partir de 1963 (ver (Arruda, 1980 e 1989), (da Costa; Marconi, 1989) e (D’ Ottaviano, 1990)).

2.1. O sistema proposicional C; eahierarquiaC,, 1En£w

A linguagem do célculo proposicional paraconsistente G, de da Costa (ver (da Costa, 1963a, 1963b, 1974 e
1993)), que denotaremos por L, tem como simbolos primitivos varidveis proposicionais (uma familia enumeréavel) e
conectivos |6gicos paraanegagdo (), conjuncéo (U), disjuncdo (U), condicional (® ) e simbolos auxliares“(” e*)”.

As nocdes sintaticas de férmula, demonstracéo, teorema, deducdo, etc, assim como as convencdes e notacbes
sd0 as usuais, como em Kleene (1952).

Usaremos as letras mailsculas do afabeto latino A, B, C,... (com ou sem indices numéricos inferiores) como
metavaridveis sobre formulasde L.

Osoperadoreso, @, n, (n), @™ e « siointroduzidos por defini¢éo.

Definicio 2.1. A° = @A U BA).
Definicdo 2.2. & A =4 @A UA®.
Definicdo 2.3. A" =3¢t A%° (n aplicagBes reiteradas do operador “o” aformulaA), n3 1.
Definicdo 2.4. A®™ =4 A'U..UA" n3 1
Definicdo 2.5. @A =4 @A UA®™ n3 1.
Definiciio2.6. A« B=¢ (A® B)U(B® A).

De acordo com as Definicdes 2.3 e 2.4, temos que A° coincidecom A ecom A®.

A negacdo @ 8 a negacéo bésica do sistema C;, usualmente denominada “negacgdo fraca’. A negacéo?d*, de-
nominada “negacdo forte”, desempenha, nesse sistema, papel equivalente ao da negaco cléssica. Lé-se @A como “ne-
gacdo de A” ou “negacdo fracade A”, e @*A como “negacéo fortede A”.

A férmula A° é usualmente lida como “A é bem comportada’ ou “A € uma férmula regular”, e o operador “0”

é em geral denominado “operador bola” ou “operador de bom comportamento”; e o simbolo « corresponde a equiva-
Iénciausual.

Os axiomas e regras de deducdo de C; sdo os seguintes:

Axiomal. A® (B® A)

Axioma2. (A® B)® (A®(B® C)® (A ® Q)
Axioma3. (AUB)® A

Axioma4. (AUB)® B

Axioma5. A® (B® (A UB))

Axioma6. A® (A UB)

Axioma7. B® (A UB)

Axioma8. (A® C)® (B® C)® (AUB® Q)
Axioma9. GJA ® A

Axioma10. A U @A

Axiomall. B°® (A ® B)® ((A ® @B)® @A))
Axioma12. A°UB°® ((A® B) U (AUB)°U (A UB)9
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AJA® B
Regral., ——— (Modus Ponens- MP).

B

O Axioma 11 constitui uma versdo do principio da reducdo ao absurdo para as férmulas bem comportadas de
C., e 0 Axioma 12 indica que o “ bom comportamento” de A e B se propagaa (A # B), onde # € um dos conectivosU, U,
® dalinguagem L.

Como é bem conhecido, aldgicaproposicional classica pode ser introduzida pelos Axiomas 1-9 e MP, acrescen-
tando-se o Principio da Redugéo ao Absurdo:

Axiomal0'. (A ® B)® ((A ® @B)® DA).
A hierarquia de calculos proposicionaisCy, C,,..., Gy,..., Cy pode ser construida a partir de C;.

O calculo proposicional classico, cuja linguagem denotaremos por L, pode ser considerado como o sistema Gy
(Kleene, 1952) da hierarquiaC,, O£ n £ w.
ParacadaG,, 1£ n £ w, 0 operador @™ desempenha o papel da negacao classica, sendo que @ coincide com a

negacdo & , de acordo com as Definicdes 2.2 e 2.5; A" pode ser lida como “A é uma férmula com o operador bola
reiterado n vezes’; A™ é usualmente lida como “A é uma férmula bem comportada de grau n”, ou “A é uma férmula
regular degraun”.

Osaxiomasde C,,, 1< n < w, sdo os axiomas de C,, substituindo-se os Axiomas 11 e 12 pel os seguintes:

Axioma1l.B"® (A® B)® ((A® @B)® @A))
Axioma12 . A®UB"® (A® B U A UB)Y" U (A UB)M)

A regradededucdodeC,, 1< n<w éaRegral (MP) de C,.
S0 0s seguintes osaxiomase aregra de deducéo do cllculo Cy:
Axioma 1- Axioma 10.

Regra 1 - Modus Ponens.

Teorema 2.7. (da Costa, 1963a); (ver (da Costa, 1993)) Cada um dos calculos da hierarquia C,, 1£ n £ w, é estritamen-
te maisforte do que os calculos que o sucedem na hierarquia. O

Teorema 2.8. (da Costa, 1974) Os sistemasC,, 1 £ n £ w, sdo consistentes. [

Teorema 2.9. (Fidel, 1977) OssistemasC,, 1 £ n£ w, sdo decidiveis. [

2.20ssistemasC, ,0£nfw

De forma andloga a construgdo da hierarquia dos célculos proposicionais paracor;lsi stentes, pode-se constr*ui ra
correspondente hierarquia dos CélCL*HOS de predicados (ou calculos quantificacionais) C, ,0 £n £w, emque Cy €0
céculo de predicados cléssico, e C,, é paraconsistente, paratodo 1£ n£ w.

A linguagem dos célculos de predicados paraconsistentes de primeira ordem G, , 1 £ n £ w, denotadapor L", é
uma extenséo da linguagem L dos célculos proposicionais paraconsistentes G, correspondentes, 1 £ n £ w, acrescen-
tando-se:

- Para cadam, m > 0, uma familia enumerével de simbolos de predicados m-arios, p™, ™, r™,...;

m

- Paracadam, m >0, uma familia enumeravel de simbolos de fungdes m-rios, ", g",..., sendo os simbolos de

funcBes 0-arios chamados constantes individuais, e denotados por a, b, ¢, a, by, ¢1,... ;
- Quantificadores: " (quantificador universal) e$ (quantificador existencial).

As nocgdes de termo, formula, formula sem variaveis (ou férmula livre de variaveis), escopo de um quantifica-
dor, ocorréncia livre e ocorréncia ligada de uma varidvel em uma férmula, férmula aberta, formula fechada, etc.,
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assim como as notagdes e convengdes, sdo as usuais, como em Kleene (1952).

Substituicdes de uma variavel por um termo, ou de um termo por outro termo, numa formula, sdo definidas
como usual mente. Designamos por ty(t1) o termo obtido, a partir do termo t, substituindo cada ocorréncia da variavel x
pelo termo t;, e designamos por Ay(t1) a férmula obtida, a partir da formula A, substituindo cada ocorréncia livre da
varidvel x em A pelo termo t; (supondo-se que t; possa substituir x, isto é, quet; sgjalivre parax em A(x)).

Observamos que os operadores de negagdo @ e @™, os operadores “n” e “(n)” e o simbolo de equivaléncia
« " sdo introduzidos por defini¢do, como em C;.

Os axiomase regras de deducao do sistema C, s&0 os de C;, acrescidos dos seguintes:

Axioma13." x A(xX) ® A(t), comtlivre parax em A(X)

Axioma 14.A(t) ® $x A(x), comt livre parax em A(x)

Axioma15." x (AX))°® (" x A(x))°

Axioma 16." x (A(X))°® ($x A(X))°

Axioma 17. Se A e B séo duas férmulas congruentes, ou uma pode ser obtida da outra pela eliminagdo de quantificado-
resvacuos, entdio A « B

A ® B(X) . :
Regra2. —————, onde x ndo ocorre livreem A
A® " xB(X)
AX) ® B i .
Regra3. ————— —, ondex nado ocorrelivreem B
$XAKX) ® B

Podemos introduzir os calculos G, , 0£ n £ w, como no caso da hierarquia G,~, 1 £ n £ w. Como no caso propo-
sicional, o célculo de predicados classico pode ser considerado comoo sistema G, da hierarquia G, ,0£ n£ w.

2.30ssistemasC,, 0Enfw

Acrescentando-se a linguagem L” dos sistemas quantificacionais G, 70 £ n £ w, o0 simbolo de predicado binario
deigualdade, =, obtemos alinguagem L~ dos célcul os de predicados paraconsi stentes com igualdade C,,”, 0£ n £ w.

Os axiomas e regras de deducéo de C,” sd0 os de C, ", acrescentando-se 0s axiomas seguintes, com as variaveis
sujeitas as restri¢fes usuais:

Axioma18." R (X =X)
Axioma 19.x=y ® (A(X) « A(Y)) (comy livre parax em A(x))

OsaxiomaseregrasdeC,, 1< n £ w, sdo os de C, ,1<n£ w, acrescentando-se os Axiomas 18 e 19.
3. A teoria de conjuntos CHU; de da Costa

A teoria paraconsistente de conjuntos CHU; pode ser vista como uma extensdo da teoria de conjuntos CHU de
Church (1974) - intitulada set theory with universal set -, que corresponde ateoria CHUq da hierarquia CHU,,, 0£ n£ w
de teorias de conjuntos de da Costa, cujas caracteristicas basicas apresentamos abaixo. A relagdo de CHU; com o siste-
ma NF de Quine e resultados sobre este sistema e a hierarquia de teorias de conjuntos paraconsistentes NF,, L £ n £ w,
de da Costa, podem ser encontrados em (da Costa, 1964c, 1965, 1967, 1971 e 1974), (Arruda; da Costa, 1964 e 1977),
(Arruda, 1964, 1970a, 1970b, 1975a, 1975b e 1980), (Rosser, 1953), (Forster, 1995), (da Costa; Béziau; Bueno, 1998) e
(Carvalho, 2004).

A linguagem de CHUy ¢ a linguagem L~ de ZF, com o simbolo de descritor, que pode ser introduzido contex-
tualmente, ou como simbolo primitivo da linguagem L~ estendida.

Seus axiomas sdo 0s seguintes, observando-se que o Axioma da Extensionalidade, Axioma do Par e Axioma
da Uni&o coincidem com os correspondentes axiomas de ZF:

Axioma 1cHyo. Axioma da Extensionalidade
"x(xT y« xT 2® y=2z

Axioma 2cHuo. Axioma do Par
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$u" x(xT u« (x=yUx=2
Axioma 3chuo. Axioma da Unido

$v" x(xT v« $y(yl zUxT y)
Axioma 4cpy,. Axioma da Interseccdo

V(v 2® $u"x(xT u« "yl z® x1 vy))
Axioma 5¢cHyo. Axioma do Infinito

$v" x(xT v« xéordinal finito)
Axioma 6¢cHyo. Axioma da Escolha

x1 AE® x possui fungéo-escolha
Axioma 7cnye. AXxioma da Separacédo

wi(V) ® $u" x(xT u« ((xT v)UFX))
Axioma 8cnyoe. Axioma da Substituicéo

(x"y"z(Fx,YYUFKX 2® y=2)U"x"y" z(Fx,2UF(Y,2)® x=y)U"y (y T t« $xF(x y)) U
wi®) ® $v" x (xT v« $yF(x,Y))

Axioma 9chyoe. Axioma do Conjunto Poténcia
wi(v) ® $u" x(xT u« xi v)
Axioma 10cHye. Axioma do Complemento

$u"x(xT u« xI 2).

Observacdo. Denominamos conjunto regular atodo conjunto x tal que wf(x).
A seguir, algumas definic¢des basicas de CHU,.
Definicdes 3.1.
() X =ser{y: Ayl )}
(i) 17 =ger {x}
(i) {0 %%} Zaer {3} E {3} E..E {x}
(iv) &4, %,.... %A =g« N-uplaordenada de Kuratowski

(v) SX=ggiu"y(yT u« $z(zT xUyT 2)

Vi) PX=griu"y (yT u« "z@zl x® yl 2)

(i) AAx) =uer {y: y 1 %}

(viii) trans(x) =gt "y (yI x® y I x) (x €um conjunto transitivo)

Revista Eletronica Informagéo e Cognicédo, v.4, n.1, p.78-102, 2002-2005. | SSN:1807-8281



(ix) con(X) =g u"v(uT xUvi x)® (uT vUvT uUu=v)) (x éum conjunto conexo, em relagio a per-
tinéncia)

(X) WiX) g xt £® Sy (y1 xU"z@z1 x® y Cz=/A) (x €um conjunto bem-fundado, em relac&o a per-
tinéncia)

(xi) ord(x) =geftrans(x) U con(x) U wf(x) (x éum ordinal).

A l6gica subjacente a teoria de conjuntos CHU; € a légica paraconsistente G,~. Os axiomas da teoria CHU;
&0 0s mesmos da teoria CHU,, nos quais a negacdo usual @ é substituida pela negacéo forte & de C,~, acrescidos de

um axioma que assegura a existéncia do complemento fraco e um axioma que assegura a existéncia das relacbes de
Russell em CHU;:
Axioma 11cyy: Axioma do complemento fraco

$v" x(xT v« xi 2
Axioma 12¢y: Axioma da Separacgao Paraconsistente (SP)

BY " X" X" X (BX, Xy, Xl Y« EX, Yo,..., %Al %), com1EnNEwW

Em CHU, temos, portanto, dois complementos para cada conjunto X:

- X =g {y:y I X} Rcomplemento, complemento relativo, ou complemento fraco de um conjunto X)
-2

- X {y:y 1" %} (complemento forte de um conjunto x).

Da mesma forma que, em CHU,, temos dois complementos para um conjunto qualquer, podemo's definir a di-
ferenca de dois conjuntos quaisquer, de duas formas distintas.

- X- Y =4 X C Y (diferenca, diferenca fraca, ou diferencarelativa entre x ey)

. X— Y=g XC Y (diferencaforteentrex ey).

Os teoremas seguintes expressam propriedades fundamentais de CHU;.

Teorema 3.2. (da Costa, 1986) CHU; éinconsistente (mas aparentemente ndo-trivial). O

Teorema 3.3. (da Costa, 1986) CHUj € consistente se, e somente se, CHU; é ndo-trivial. O

4. O calculo diferencial paraconsistente de da Costa

Para o desenvolvimento de um célculo diferencial paraconsistente satisfazendo o Principio de I’ Hospital - ver
(Carvaho, 2004) -, adotamos como teoria de conjuntos subjacente a teoria CHU; de da Costa, com sua |6gica subjacen-
te G-, como introduzido por da Costa em pré-publicacdo de 1996, intitulada Paraconsistent Mathematics, e em (da
Costa, 2000) (ver (da Costa; Béziau; Bueno, 1998).

O passo inicial para a obtencdo desse célculo, do qual apresentamos alguns resultados, é a construgéo da ex-
tensdo algébrica A parao anel R dosnlimerosreais, denominadaum hiperanel, com o acréscimo de elementos infinite-

simais aos elementos de R ; e de uma outra extens&o algébricapara R, A’ incluindo, além dos elementos de A, também
elementos infinitos. A , por satisfazer apenas parcialmente as propriedades de um anel, é denominada um quase anel.

12 A notaggo x |z é uma forma simplificada para representar @(x 1 z), da mesma forma como x | * z é uma forma
simplificada pararepresentar @ (x 1 z).
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Os elementosde A ede A sio denominados niimeros hiper-reais, reais generalizados, ou, simplesmente, g-reais,

dentre os quaisincluem-se os nimerosreais usuais: R I Al A'.

Para a construcéo de superestruturas paraconsistentes sobre o hiperanel A, e o quase anel A’ - requisitos
essenciais paraaintroducéo de um Teoremade Transferéncia entre o cdlculo diferencial classico e o calculo diferencial
paraconsistente -, introduzidas em (Carvalho, 2004), buscamos motivacéo na andlise ndo standard®®, introduzida por
Robinson (1996) (reedicéo revisada da primeira edi¢éo, publicada em 1966), bem como em (Robinson; Zakon, 1967) e
(Stroyan; Luxe mburg, 1976).

Estendemos o anel R dos nimerosreais ao hiperanel A dos nimeros hiper-reais, através daintroducéo dasva-
ridveisinfinitesimais e dos infinitésimos.
Sgam|, 11 R, umintervaloreal fixadoea, al |, um elemento do interior del.
Defini¢do 4.1. Fixados o intervalo rea | e o ponto a pertencente ao interior de I, definimos uma variavel infinitesimal

comoumafuncdoreal f: 11 R ® R, tal que lim f(x) = 0**.
X® a

Com o conjunto das variaveis infinitesimais, que denotaremos por V, podemos definir o conjunto dos nimeros
hiper-reais.

Definicéo 4.2. Fixado ointervalo 1 | R eal |, o conjunto dos nimeros hiper-reais, denotado por A, é assim definido:
A:def{é’, fi:r1 R efl V}

Na defini¢do acima, quando a variavel infinitesimal f € a funcéo nula, o hiper-rea correspondente, &, Of pode
ser identificado com o real standard r.

Definicao 4.3. Chama-se infinitésimo atodo nimero hiper-real daforma &0, fii em que f é umavariavel infinitesimal.
Denotamos um infinitésimo &0, fiipor letras gregas mindsculase, d ... .

Definicdo 4.4. A igualdade, ou identidade, de dois nimeros hiper-reais de A, &, fil e &, gi, denotada por =, é assim
definida:

a, fii=4s, gfise, esomentese, r=sef =g.

Definicao 4.5. A ordemde um infinitésimo qualquer, &0, gfi relativamente aum infinitésimo &0, ffi, € definida por:

fx)

a) &,ffied, gfipossuem mesma ordemse liM ——— =b, com b um ndnero real standard diferente de zero;
x® a g(X)
o T (9]
b) A ordem de &, ffi é superior ade &, giiselim —— = 0;

x®a g(x)

o f(x
c) &, ffié de ordem k relativamente a &0, gfi se lim Lk
@2 g

= b, parab um ntimero real standard diferente de

Zero.

fx) _

Doisinfinitésimos &0, ffi e &0, gfisdo ditos equivalentes quando lim ——=-=1.
x® a 9(x)

Definicdo 4.6. A adi¢ado (+) e amultiplicacdo (' ) de dois nimeros hiper-reais de A, sdo definidas por:

(i) a,fi+& gfi=ga+s f+0of

13 Em geral, utilizaremos as expressdes standard e n&o standard sem maiores ressalvas, para nos referirmos & andli-
se cléssicausual e aandlise de Robinson, respectivamente.

14 | gualmente podem ser usados limites |aterais na definicéo das variaveis infinitesimais, observando-se que o con-
ceito delimite agui utilizado é o classico.
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(i) &, fi” &, ghi=qg as, rg+fs+fgi

Observemos que as operagdes + e acima, entre nimeros hiper-reais, sdo definidas a partir das operagdes usu-
ais de soma e produto de nimeros reais, e das correspondentes operacfes envolvendo funcdes e nimeros reais.

Definicdo 4.7. Umavariavel infinitaéumafungiov, v: 1| R ® R, tal que lim v(x) =¥ .

x® a
Definicdo 4.8. Um nimero hiper-real infinito, ou simplesmente um g-real infinito, é um par daforma &, Ofi em quev é
umavarivel infinita.

Definicdo 4.9. O conjunto dos nlimer os hiper-reais estendidos, denotado por A" ;2 definido por
A ={aal Aouaéum hiper-real infinito}.

Podemos estender as operacdes de adicdo e multiplicacdo e a relacdo de igualdade (identidade) de A em A",
de modo que a nova estrutura A, +, *, 0, 1fi conserve algumas das propriedades importantes do hiperanel &, +, * , 0,
1A

Utilizando a estrutura cléssica A, desenvolvemos o célculo diferencial paraconsistente P proposto por da Cos-
ta

A linguagem L de P é alinguagem de G,~, estendida a linguagem de CHUy, com simbolos funcionais; cons-
tantes especiais para nomear os individuos da estrutura A ; o predicado <; as operaces de A ; e trés espécies de varié-
veis individuais, para denotarem, respectivamente, hiper-reais finitos - r, s, ... -, infinitésimos - d e ... -, einfinitos - u,
V.

A légica subjacente a P é o célculo paraconsistente de predicados de primeira ordem com igualdade C,~, e a
teoriade conjuntos subjacente € ateoria paraconsistente de conjuntos CHU; de da Costa.

Introduzimos em L, por definig&o, o predicado® , que representa um predicado de “igualdade”, necessério para
compararmos nimeros que diferem apenas infinitesimalmente.

Definigdo 4.10. O predicado de igual dade generalizada, ou identidade generalizada, denotado por © , € definido por:
10 b=gerti-to =g
comt; et termos da linguagem, einfinitésimo, e = o predicado primitivo de igualdade de L.
Além disso, definimos@(t, © t,) por:
t1?7 t=geti® b
Um conceito de valoragdo paraconsistente pode ser, entdo, introduzido paraalinguagem L.

Definicdo 4.11. Uma valoragdo para L € uma fungdo V, do conjunto das formulas fechadas de L em {0, 1}, satisfa-
zendo:

(1) Asclausulasdadefinicdo de valoracéo paraC,~ de da Costa, Béziau e Bueno (1998, Capitulo 3):

[0) Para cada constante ¢ T C(L") existe um tinico nome b dei(c) T D, tal que, para qualquer sentenca A(c)
de L™(D), vp(A(c)) =vp(A(b)). Diz-se, entdo, que c denotab, segundo vp;

(i) Se aeb sdo nomes distintos, isto é, taisquei(a) t i(b), entdo vp(al b) =1;

(iii) Sep™é um simbolo de predicado m-ério de L™, ent&o vp(p"(t1,...tm) = 1 e, e somente se, (i(ty),....i(tm) T
Po ;

(iv) Sevp(A) =0, entdovp(DA) = 1;

v) Sevp(BDA) = 1, entdo vp(A) = 1,

(vi) vp(A UB) =1seesomentese, vp(A) =1evp(B) = 1;
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(vii) vp(A UB) =1se esomentese, vp(A) 1ouvp(B) = 1;

(viii) Vp(A ® B) =1se esomentese, Vvp(A) =0ouvp(B) =1,

(ix) Sevp(B°)=Vvp(A® B)=vp(A® @B) =1, entdovp(DA) = 1;

(x) vp(A°UB9 =1b vp((A® B)UAUB)YUAUBY=1;

(xi) Vp assume o valor 1 paratodo axioma quantificacional ou deigualdade, no caso del™;
(xii) vp(" X A(X)) = 1 se, e somente se, paratoda constante c de L™(D), vp(A(Q)) = 1;

(xiii) vp($x A(X)) = 1 se, e somente se, existe ¢, constante de L™(D), tal que vp(A(Q) =1;

(xiv) Se vp confere o valor 1 as premissas de uma regra primitiva de deducdo, entdo a conclusdo também tem
valor 1.

(2) Parasentencgas atbmicas daformat; =t,,
V(ti=ty) =1, set; =t, évdlidaemA’
e
V (t; =t,) = 0, em caso contrario;

(3) Para uma sentenca qualquer P da linguagem considerada, o valor V (P) é dado pela adequada combinacéo das pro-
priedades anteriores.

De acordo com a defini¢éo anterior, temos que:
(i) Parasentencasdaformati<ty,

V(ti<ty) =1, set;<t, évdidaemA’
e

V(ty <t,) = 0, em caso contrario;

(i) Parasentencasdaformat;® ty,
V(t: © t) =1, sety -t, =eévalidaem A", com einfinitesimal

V(t, © t,) = 0, em caso contrério;

(iii) Para sentencas daformat, 9,
Vit 9 t) =1 ety t, (isto & @(t; =t,)) évdlidaemA’

V(ty 9 t,) =0, em caso contrario.

Essa definicéo de valoragdo, além de ser compativel com o Principio de I’'Hospital, possibilita a verificacdo do
cardter inconsistente de certas sentengas do célculo paraconsistente, como t; © t,, no caso da ocorréncia conjunta de

V(t© t)=1le V(@(t1 ° t)) =1 Além disso, € fundamental, para que estabelegamos, em P, resultados equivalentes e
extensdes de resultados classicos, como ilustram os resultados a seguir.

A definicdo de limite de uma funcgao hiper-real, quando x tende aumnunero real standard, é ausual.
Definico 4.12. Dadaumahiper-funcéof: Bi A ® A" enlUmerosreaisstandardr eb:

lim f(X) =b se, esomentese, (" €>0) ($d>0) (" X)(0 <¥x- r¥< d® ¥4(x) - b¥< e.
X®r

Teorema 4.13. (Carvalho, 2004, p. 97) Dada umafuncéo hiper-rea f: Bi A® A,
lim f(X) =K se, esomentese, (" x) (x T B) (x° nN® (f(x)© k). O

X® r

Definicéo 4.14. (Carvalho, 2004, p.97) Dadaumafuncéo hiper-rea f: Bi A ® A" eum hiper-real standardr:
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Ii®m f(x) =&y, Ofise, e somentese, ($ &, 01 A") (" x) (x° r® (WA(x)¥>Y4y, O)).

Definicdo 4.15. (Carvalho, 2004, p. 105) Umafuncdo f: Ui A ® A" & continua em um hiper-real &, giil U se, e
somente se:
(" &, hitl V) (&,gi° &, hi® f(&,gM° f(és, hi).

Caso contrério, f € descontinua em &, gft

Definicao 4.16. (Carvalho, 2004, p.104) Uma relagéo definida em um subconjunto U de A, f: Ui A ® A, é chamada
uma quase-func&o, ou uma parafuncéo de U em A" quando associa a cada elemento do dominio U um dnico elemento

de A', exceto em um conjunto discreto Q = {uk}kT N de pontos de U, a cujos elementos u, arelagéo f associa mais de
uma imagem, v, vkz,...,ank , Nk >1, detal modoque vi' T W, masvil © v, RjT {1, 2. ngd,i?j.

Notaggo: f: Ui A® A’

} ) =x,%exl U-Q

%f(uk)zvik,seukf Q,i=12..,n.

k

A derivada de uma fungo hiper-real f: A ® A" em um nimero real standard r, pode ser definida de forma
semel hante & defini¢do classica de derivada.

Definigio 4.17. (Carvalho, 2004, p.109) A derivada de uma funcéo hiper-real f: A® A, em um nimero real standard r,
denotada por f'(r), € um nimero real standard, tal que

fr+e-f(n=Ff'(r)" e+d,
em que e éum infinitésimo arbitrario, e d € um infinitésimo que depende de e com ordem superior ade e.

Observacédo. De acordo com a definicao anterior, D sera o valor da derivada de f em um nuimero real standard r, isto €,
D =f(r), setivermos:

fr+e—-fN° D" e
Verificamos que os principais teoremas do célculo usual classico podem ser estendidos ao calculo paraconsis-
tente. Demonstramos, em (Carvalho, 2004), varios deles, tais como o Teorema de Weierstrass, Teorema de Rolle, Teo-

remado Valor Intermediario e Teoremado Valor Médio, entre outros.

Apresentamos, ainda, em (Carvalho, 2004, p.127), uma proposta de defini¢cao paraaintegral definida paracon-
sistente.

5. Um Teorema de Transferéncia

Nesta se¢cdo, apresentamos o conceito e propriedades de superestrutura paraconsistente e monomorfismo entre
superestruturas, com o objetivo de introduzir um Teorema de Transferéncia do calculo diferencial classico para o calcu-
lo diferencial paraconsistente.

Definicdo 5.1 (Stroyan; Luxemburg, 1976). Seja X um conjunto (classicamente ndo vazio) infinito de individuos de
CHU,. Definimos o conjunto X indutivamente:

XO:xl

xl = é‘ (XO)v‘
Xo=A (Xo E Xy),

n
Xne1 =A (UX),n=0,1,2,..
k=0
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Os elementos de X sdo ditos entidades de X, sendo que os elementos (a&tomos) de X sdo denominados indivi-
duosde X. Seal X, ndo podemos escrever “x 1 a’, qualquer que seja x. Denotamos indistintamente, por letras minds-

culas ou letras maiUsculas, as entidades em geral; os individuos, em particular, sdo denotados exclusivamente por letras
minudsculas.

Adaptando a definicao de superestrutura de Stroyan e Luxemburg (1976), ao cllculo paraconsistente, defini-
MOS uma superestrutura paraconsistente como toda superestrutura cuja teoria de conjuntos subjacente é paraconsistente
- no nosso caso CHU; -, tendo, portanto, como |égica subjacente, uma |dgica paraconsistente - no nosso caso, G~ -,
estendida pelalinguagem L introduzida no Capitulo 2, Secéo 3 de (Carvalho, 2004).

Definigédo 5.2. (Carvalho, 2004, p. 143) Denominamos superestrutura paraconsistente sobre um conjunto X de aomaos

de CHU4, X classicamente ndo vazio e infinito, a estrutura 8X, =, 1, <, °f, com X como introduzido na definicdo ante-
rior.

Assim, se X =R, temos a superestrutura R, cujo universo tem como conjunto basico o conjunto dos nimeros
reais standard, que sdo osindividuos de R, e cujas entidades sdo todos os elementos de R.
SeX = A" esedenotamospor S o universo construido a partir do conjunto A™ dos niimeros hiper-reais, que s&o

osindividuosde S, temos a superestrutura paraconsistente &S , =, 1 ,<, °fi

Definicao 5.3. (Carvaho, 2004, p.145) Sejam X e Y superestruturas paraconsistentes. Uma funcéo injetiva'j. X® Yé
um monomorfismo se satisfaz as condigdes a seguir, nas quais, para todo conjunto A de CHU,, a notagdo A € usada
pararepresentar * (A) (ou” [A]) de formasimplificada:

i)Sex=y,entdo x= y (° preservaarelacdo de igualdade*“=");

ii)Sex© y,entdo x© 'y (° preservaarelacgo deidentidade paraconsistente “° ");
iii)Sex<y,entdo x< y (" preservaarelagio de desigualdade“<");

iv) {x} ={ x} ( preservaconjuntos unitarios);

V) (A" B)= A- B( preservaadiferencausual, ou diferencaforte de conjuntos);
Vi)’ (A-B)= A- B (* preservaadiferencafracade conjuntos);

vii) (A" B)= A" B (" preservao produto cartesiano de conjuntos);

vii) (toF) =t ( F), ondet é uma permutagdo de n elementos e F é uma relagdo n-&ria (* comuta com permutagdes
devariaveis);

ix) (FY)=( P ( comutacom arelago inversa);

x) Quando F é umarelagdo bindria, (Dom (F)) =Dom( F)e (Im(F))=Im( F) (' preservao dominio e aimagem de
relacdes);

xi) (AEB)= AE B (° preservaaunifo de conjuntos);

xii) Dado AT X, {(X, % V) O, %) T ¥ 1T A} = {(z1, 20,20 W) : (21, 2,..,2) 1 WT A} (" preservaa
definicao standard de conjuntos).

xiii) * produz uma extensdo A de s(A), s(A) I A, tal que vale aigualdade S(A) = A se, e somente se, A é um con-
junto finito™®.

15 Dada uma “extensdo” ~ : X ® Y, definimos uma funcéo s no conjunto Ent(X) das entidades de X por: s(A) =
{ aal A}
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Verificamos, pelas propriedades que caracterizam um monomorfismo, que aimagem X de uma superestrutu-
ra X é uma superestrutura.

A definicdo de conjunto interno de uma superestrutura paraconsistente, dada a seguir, corresponde a defini¢éo
de Robinson e Zakon (1967) para a anélise ndo-standard.

Defini¢ao 5.4. Dado um monomorfismo ~: X ® Y, entre as superestruturas paraconsistentes X e Y, definimos os ele-

. ¥
mentosinternosde Y como oselementosde X = |J X, comXg 0 conjunto de individuos de X.
n=0

Os elementos de Y que ndo sdo internos séo ditosexternos.

Observagdes. Em decorréncia da Defini¢do 5.3-xiii, pelaqual podemos definir umafuncéo s : Ent(X) ® Y, dasentida-
desde Xem Y, tal que, parauma entidade A qualquer de X, s(A) =qer { X : X1 A}, edaDefinicdo 5.4, temos:

. Umelementoy de X éelemento interno de Y se existe k tal quey 1~ X, ou sgja, seexistex en X tal que
vyl x

- No caso em que Xo = R, R conjunto dos nimeros reais standard, temos que s(R) € uma copia (standard) deR
emY ,coms(R)i (R)= R.

- Sexl Xp=R ,entdo x1 Xo= RI R deondetemosquetodoindividuoy de R éinterno.

¥
- No caso em que a superestrutura X = R = [ JR,, é construida sobre Ry = R, e asuperestrutura Y é construi-

n=0
da sobre uma extensé@o Yy de R contendo nimeros infinitesimais e nimeros infinitos, temos que os conjuntos desses
ndmeros infinitesimais e infinitos ndo sdo internos.

Os conjuntos internos sdo particularmente importantes porque, analogamente ao que ocorre na anélise nao-
standard de Robinson, dada umaférmula a de L interpretada em uma superestrutura paraconsistente R construida sobre

R, asvaridveis quantificadas de suatransformada ('a), ou 'a, variam apenas sobre conjuntos internos de extensdes Y
de R, construidas sobre extensdes de R . Espera-se, assim, que quando as varidveis livres de ' a estejam definidas para
variar apenas sobre objetos internos de umaextensdo Y de R, os valores de verdade de a em R sgjam 0s mesmos val ores
desuatransformadaem R i .

Defini¢ao 5.5. Uma funcdo de interpretacdo da linguagem L em uma superestrutura paraconsistente M construida

sobre R ou uma extensio de R, éumafuncdoi: Al C(L)® M, injetora, com A um subconjunto do conjunto C(L)
das constantes dalinguagem L.

No diagrama a seguir, temos representados 0s objetos necessarios ao Teorema de Transferéncia de uma super-
estrutura R, construida sobre o conjunto R dos nimeros reais, para uma superestrutura S, construida sobre uma exen-
sdo do quase anel A . Trata-se de um teorema fundamental, segundo o qual uma férmula T é um teorema do célculo
classico se, e somente se, existe umainterpretacdo de T que é um teoremado cél culo paraconsistente. Restrito as formu-
las do célculo diferencial classico, esse teorema desempenha papel semelhante ao do Teorema de Transferéncia de Ro-
binson, do célculo classico paraaanalise ndo-standard (ver (Stroyan; Luxemburg, 1976) e (Robinson; Zakon, 1967)).
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Figura: Teorema de Transfergncia

mp-.
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Qi U j Y:- funcBes de interpretacio, com dominio em subconjuntos A, B, C, D e E do conjunto C(L) das
constantes de L e contradominios iguais a, respectivamente, R, H, S, R e S >

sg: R® R’: mergulho de R em R, que identifica cada constante r ou variavel x, de R, com uma seqiéncia constante
(r,....1,...) OU UMa sequéncia (X, %,...) de R”

q: R*® S’: mergulho de R em S’ pelo qual toda seqiiéncia da forma (%, %.....%....) € associada a uma seqiién-
ciadaforma (&, Ofi &%, Of...,a&,, Of...) de nimeros hiper-reais finitos, eventual mente constantes;

mg: R'® H : mergulho de R'em H, que leva sequéncias (x) de R’em classes [(y;)] de H, sendo [(y;)] ={(z,)1 R’:
@) =u (i)}

"m: Fin(S™) ® S:fung&o que associa seqiiéncias de elementos finitosde S, (x), aclasses[(x)], em S;

1 (ou 1) : monomorfismo entre R e H, que pode ser construido nos moldes de Stroyan e Luxemburg (1976), Defi-
nicdo 3.10.1, p. 44.

", (ou ): mergulhode Hem 'S, quelevaclasses[(x)] de Hem classes [(&, OF)] de S:
21001 = 20 % =uyph) =2y { i =y W) = {(&;, f): &, € &, OF = [(&x, 0R)];

“(ou ): monomorfismoentre ReS;

s1: C(R) ® H: funcéo com dominio no conjunto das constantes de R, pela qual uma cépia standard s;(R) = { x: x
T R} dabaseR deR éproduzidaemH;

s:C(R) ® S: funcdo quedeterminaumacopiadeR emS, tal que*R | 'R.
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Teorema 5.6. Teorema de Transferéncia (Carvalho, 2004, p.190). Dados as superestruturas R e S, as fungdes de inter-
pretacdo i ei’’, e 0 monomorfismo ", como introduzidos acima, sgja T(X, %,...,%) umaformula de L, cujas varidveis
livres estdo entre X, X%,...,.%,. Nessas condi¢des, T(x, %.,....%,) € vdidaem R segundo avaloragdo V; se, e somente se,

(T, X,..-, %)) évalidaemS segundo avaloragdo V.

Demonstracéo. A demonstragdo é feita por inducéo sobre o comprimento de T: mostramos que, para toda férmulaT de
L, Vi(T) = 1se, esomentese, Vi-( (T))=1. O

Consideragoes Finais
Dentre diversas questfes suscitadas pel os resultados por nés obtidos, destacamos algumas.

Como caracterizar um numero hiper-natural infinito, tendo em vista que nossos nimeros hiper-reais infinitos
sdo funcgdes que tendem ao infinito quando x tende a um ndmero real a?

Como estender o dominio de funcdes hiper-reais para o quase-anel A" ?

Consideramos, naturalmente, a possibilidade de estender o trabalho desenvolvido em (Carvalho, 2004) ao cal-
culointegral.

Consideramos, ainda, que uma andlise das relagdes entre o caculo diferencial classico e o célculo diferencial
paraconsistente de da Costa, sob 0 enfogque da teoria de traducfes desenvolvida por Feitosa e D’ Ottaviano (ver (Feitosa,
1997) e (D’ Ottaviano; Feitosa, 2000)), pode conduzir aresultados interessantes.

Pretendemos estudar essas questdes em trabal hos futuros.

ABSTRACT

In this paper we present some historical notes concerning the notion of infinitesimal, from the birth of LeibnizZ sand New-
ton’ s differential and integral calculus to Robinson’ s non-standard analysis. We introduce da Costa’s paraconsistent differ-
ential calculusand some of its main results, concluding with a Transfer Theorem fromthe classical differential calculusinto
the paraconsistent differential calaulus.

Keywords: Paraconsistent logic, paraconsistent set theory, infinitesimal, paraconsistent differential calculus, transference
theorem.
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