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Resumo: Neste artigo analisamos o operador de consequéncia de Tarski e algumas relacdes de
consequéncia num ambiente conjuntista de logica universal. Neste ambito, mostramos
propriedades e axiomas relativos a estas defini¢cGes que implicam e sdo implicadas por outras.
Também mostramos a independéncia de algumas delas e lapidamos os conceitos envolvidos
nestas nogdes abstratas que caracterizam ldgicas em contexto universal.
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Abstract: We analyses the Tarski’s consequence operator and some definitions of consequence
relations. In the context of universal logic, we show properties or axioms of these definitions
that implies and are implied by others. We show independence of some of them and improve
the knowledge about these abstract logics notions.
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Introducéo

Até o final do século XIX assumiamos a existéncia da Logica. Uma Unica Logica
que surgiu na antiguidade e tinha como atribuicdo central investigar a validade de
raciocinios via as leis fundamentais do pensamento. No século XIX, passamos a
desenvolver grande vinculacdo da Ldgica com a Matematica. Na primeira metade, 0s
trabalhos desenvolvidos foram no sentido de encontrar aspectos matematicos neste
arcabouco tedrico que vinha da antiguidade. Foi um processo de matematizacdo da
Légica. Mais ao final do século, com os trabalhos de Frege e o seu Logicismo, a

intensdo seria a logicizacdo da Matematica. Nas duas abordagens, a Matemaética e a
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Operadores de consequéncia e relagdes de consequéncia

Logica ganharam enorme afinidade e reflexdes.

No inicio do século XX, foram aparecendo inumeras l6gicas distintas da Logica
até entdo reconhecida. Passamos entdo a denominar a Légica iniciada entre 0s gregos,
com particular contribuicdo de Aristoteles, portanto vinda do mundo cléssico, de Logica
Classica e as logicas distintas daquela de ldgicas ndo classicas. Foram muitas
construidas desde entdo.

Em 1930, Alfred Tarski procurou explicitar o que estas muitas logicas teriam em
comum. Para tanto, ele defendeu que a nogéo central de uma Idgica esta no seu aspecto
dedutivo, de derivacdo ou de consequéncia. Assim, Tarski definiu o operador de
consequéncia de Tarski, como veremos na primeira se¢do, uma funcdo que coloca em
evidéncia os aspectos fundamentais da consequéncia.

De um modo intuitivo e bastante usado na literatura sobre Logicas, a
consequéncia € vista como uma relagcdo, um conceito matematico mais geral que funcéo,
que relaciona, associa, a um conjunto de informac¢6es uma informacgéo conclusiva. Esta
na nocdo de regra de inferéncia, donde obtemos uma concluséo a partir de uma colecao
de premissas. Esta nogcdo também recebe algumas formulagdes levemente distintas.

Neste artigo, procuramos apresentar algumas destas formulacGes e tecer
comparacOes entre elas. A nossa contribuicdo esta no ambito desta comparacéo, quando
mostramos que uma versao € equivalente a outra, mas que algum principio € mais forte
que outro, que ocorre em outra definicdo. Mostramos a independéncia de alguns dos
principios e tentamos expor com clareza estas noc¢des basicas de consequéncia. Também
desenvolvemos isto no contexto da légica universal, quando ndo fazemos uso de
linguagens artificiais, mas apenas de ambiente conjuntista. Entdo ndo tratamos ainda de
operadores légicos como negacdo, conjunc¢do, disjuncdo e outros. Tratamos dos
operadores e relacBes de Tarski, mas como bem sabemos, na avalanche de criacdo de
novas logicas, temos muitas l6gicas com propriedades ainda mais gerais ou distintas

daquelas presumidas por Tarski.

1. Alguns conceitos basicos

Como ponto de partida, relembramos algumas defini¢des bastante usuais sobre
relagbes e funcOes e refinamos alguns destes conceitos para adequarmos aos

desenvolvimentos do artigo.
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Defini¢do 1.1: Dados dois conjuntos E e F, uma relagdo bindria R de E em F é

qualquer subconjunto do produto cartesiano ExF.

Como trabalharemos sempre com relagdes binarias, entdo diremos apenas

relacoes.

Definigcdo 1.2: Se E = F, entdo dizemos que a relacdo R é sobre E ou é uma relagdo em
E.

Uma funcao pode entdo ser definida como um tipo especial de relacdo.

Definicdo 1.3: Sejam E e F dois conjuntos ndo vazios. Uma funcéo de E em F é uma

relagdo f — ExF, tal que para todo x € E existe um unicoy € F tal que (x, y) € f.

Denotamos uma funcdo f de E em F por f: E — F. Nessa notagdo, se (x, y) € f,
entdo escrevemos f(x) =y.

Da definicéo, todo elemento de E esté na relagdo f e, mais, se f(x) =y e f(x) = z,
entdioy = z.

Por outro lado, temos algumas relacfes destacadas que sdo definidas sobre um
conjunto E, isto €, R < ExE.

Relacdes de equivaléncia, de ordem parcial e de ordem sdo definidas sobre um
conjunto E e a necessidade de que tais relacdes sejam sobre E deriva das proprias
definicbes de reflexividade, simetria, antissimetria e transitividade, uma vez que séo
estas propriedades que, combinadas de modo especificos, caracterizam as relacbes de

equivaléncia, ordem e ordem total.

Definigdo 1.4: Denominamos uma relagdo R < ExE de equipotente e uma relacédo R <

P(E)<E de ndo-equipotente, em que P(E) é o conjunto das partes de E.

Estes nomes decorrem do fato dos conjuntos P(E) e E ndo possuirem a mesma

poténcia ou cardinalidade.
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Definicdo 1.5: Relacdo de equivaléncia sobre E € qualquer relacdo equipotente
reflexiva, antissimétrica e transitiva. Assim, ~ < ExE e valem:

(E1) paratodo x € E, x ~ x (reflexividade)

(E2) paratodos X,y € E, X ~y =y ~ X (simetria)

(Es) paratodos x,y,z € E, x ~yey~z = X ~ z (transitividade).

Definicdo 1.6: Relacdo de ordem sobre E é uma relacdo equipotente reflexiva,
antissimétrica e transitiva. Assim, < < ExE e valem:

(Oy) paratodo x € E, x < x (reflexividade)

(O2) paratodos x,y € E, x < yey < X = X ~y (antissimétrica)

(O3) paratodos x,y,z € E,x < yey <z = x < z (transitividade).

Definigdo 1.7: A relacdo < € uma ordem total ou linear se vale ainda:

(O4) paratodos X,y € E, x < youy < X (conexidade).

Neste trabalho precisaremos considerar relagdes ndo-equipotentes, em P(E)xE,

as quais, de alguma forma, evoquem as propriedades de reflexividade, antissimetria e

transitividade, embora ndo se deem exatamente em E.

2. Espacos de Tarski

Na década de 1930, ao buscar uma caracterizacdo uniforme para a no¢do de
I6gica, Alfred Tarski introduziu o conceito de operador de consequéncia. O conceito
original de Tarski € um pouco mais especifico que o considerado a seguir, porém suas
nogdes centrais estdo preservadas na definigdo seguinte.

No contexto légico usual, o dominio E, a seguir, corresponde ao conjunto das
formulas bem formadas sobre a linguagem da logica considerada. Este é o conjunto dos
portadores de verdade que podem ser proposicdes, sentencas, enunciados, juizos, entre

outros.
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Definigdo 2.1: Um operador de consequéncia sobre E é a uma funcéo C: P(E) — P(E)
tal que, para todos A, B c E, valham:

(C1) A < C(A) (autodedutibilidade)

(C2) A< B = C(A) c C(B) (monotonicidade)

(C3) C(C(A)) = C(A) (idempoténcia).

Para todo operador de consequéncia C, por (C1) e (Cs), vale a igualdade C(C(A))
= C(A).

Definicdo 2.2: Um operador de consequéncia C sobre E é finitario quando, para todo
AcE:

(Cs) C(A) = U{C(Ay) : At é subconjunto finito de A}.

Definicdo 2.3: Espaco de Tarski (sistema dedutivo, espaco de fecho, 16gica) é qualquer

par (E, C), em que E é um conjunto e C é um operador de consequéncia sobre E.
Definicdo 2.4: Seja C um operador de consequéncia sobre E. O conjunto A é fechado
em (E, C) quando C(A) = A, e A ¢ aberto em (E, C) quando o complementar de A,

denotado por AC, é fechado em (E, C).

Proposicao 2.5: Se (E, C) é um espaco de Tarski, entdo o dominio E é fechado, o

conjunto & é aberto e para todo A < E, o conjunto C(A) é fechado. [

Proposicdo 2.6: Toda interseccdo de conjuntos fechados num espaco de Tarski (E, C) é

ainda um conjunto fechado. Toda unido de conjuntos abertos € um aberto em (E, C). m

Certamente, C(J) e E correspondem ao menor e ao maior fechados,

respectivamente, associados ao operador de consequéncia C sobre o conjunto E.

Definigdo 2.7: Um espaco de Tarski (E, C) é vacuo se C(J) = <.

Segundo propriedades dos espacos de Tarski, observamos que todo espaco
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topoldgico é um espaco de Tarski. Entretanto, a reciproca ndo é verdadeira, uma vez
que, em geral, num espaco de Tarski C(J) = . Os espacos topoldgicos sdo exemplos

de espagos VAcuos.

Proposicdo 2.8: A monotonicidade é equivalente a C(A) < C(A U B).

Demonstracéo: (=) Consideremos que vale a monotonicidade. Como A < A U B,
entdo C(A) c C(A U B). (<) Se A c B, entdo A U B =B g, dai, C(A u B) = C(B).
Como C(A) < C(A U B), entdo C(A) < C(B). [

Corolario 2.9: A monotonicidade é equivalentea C(ANB)c C(A). =

Conseguimos verificar, como Martin e Pollard (1996), que as trés condicdes da

definicdo do operador de Tarski podem ser sintetizadas em uma Unica.

Proposicao 2.10: Dado um conjunto E ndo vazio e uma funcdo C: P(E) — P(E), entdo

C é um operador de consequéncia sobre E se, e somente se, para todos A, B c E, vale
(Cs): Ac C(B) < C(A) < C(B).
Demonstracdo: (=) Seja C um operador de consequéncia sobre E. A implicacdo da
esquerda para a direita de (Cs) decorre da monotonicidade e da idempoténcia. A
implicacdo reversa decorre da autodedutibilidade.

(<) Consideremos que vale (Cs). (C1) Se tomamos A = B em (Cs), temos A <
C(A) & C(A) < C(A). Como vale C(A) < C(A), entdo A < C(A). (C2) Se A c B,
como por (C1) B < C(B), entdo A < C(B). Segue dai, por (Cs), que C(A) < C(B). (Cs)
Como C(A) < C(A), a condicdo (Cs =) garante que C(C(A)) < C(A). [

Proposicédo 2.11: No espaco (E, C) vale o seguinte: C(AuUB) = C(C(A)uUB).
Demonstragéo: (<) AuB < C(A)uB = C(AUB) < C(C(A)UB).

() A < AUB = C(A) = C(AUB) e B = AUB = C(AUB). Dai, C(A)UB <
C(AUB) = C(C(A)uB) < C(C(AUB)) = C(AUB). n

Dado um espaco de Tarski (E, C), considera-se a seguinte relacdo equipotente
~ < P(E)xP(E):
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X ~Y < C(X) = C(Y).

Proposigdo 2.12: A relagéo ~ sobre P(E) é de equivaléncia, pois é reflexiva, simétrica e
transitiva.
Demonstracéo: (E1) Desde que C(X) = C(X), entdo X ~ X.

(E2) Se X ~Y, entdo C(X) = C(Y) e desse modo Y ~ X.

(E3) Se X ~Y eY ~Z, entdo C(X) = C(Y) e C(Y) = C(2). Da transitividade da
igualdade, segue que C(X) = C(Z) e, portanto, X ~ Z. [

Observacao 2.13: A relacdo de equivaléncia ~ sobre P(E) induz uma relagdo =~ sobre E

de forma que, para todos x, y € E, temos x = y < {x} ~ {y}. Segue da Proposic¢do 2.12

que =~ € uma relacdo de equivaléncia sobre E.

A definicdo de operador de consequéncia é dada por uma relacdo equipotente
que é uma funcdo, e associa 0 operador de consequéncia as noc¢des de deducdo,
derivacdo ou consequéncia légica. Estas Ultimas nogdes, como veremos, podem ser
expressas como relagfes equipotentes ou nao-equipotentes, na medida em que podem
ter conclusdes maltiplas ou Unicas, respectivamente.

Como uma relacdo, o operador de consequéncia associa um conjunto de
informagdes, as premissas, com uma unica conclusdo (no caso um conjunto unitario) ou
um conjunto (com cardinalidade maior que um) de conclusdes. Quando a concluséo é
um conjunto (com cardinalidade maior que um) de informagdes, temos o que é chamado
de sistema dedutivo de maltiplas consequéncias.

Na proxima secdo, veremos algumas definicdes de relacdo de consequéncia
expressas por meio de relacdes ndo-equipotentes e, portanto, de conclusGes Unicas
(expressas na forma de conjuntos unitarios), e como estas definicdes interagem com a
definicdo de operador de consequéncia.

As relagdes de consequéncia de multiplas conclusGes serdo tratadas em outro

momento.

3. Relagbes de consequéncia
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Associada com a no¢do de consequéncia, temos usualmente a nogdo de relagédo
de consequéncia, a qual buscamos tratar a seguir também no contexto conjuntista e de

I6gica universal.

Usaremos duas definicGes de relacdo de consequéncia ja& num contexto apenas
conjuntista, sem tomarmos linguagens artificiais subjacentes. A primeira, que pode ser

encontrada, por exemplo, em (FONT et al., 2003):

Definicdo 3.1: Seja E um conjunto ndo vazio. Uma relagdo de consequéncia sobre E é
uma relacdo ndo-equipotente - < P(E)xE tal que, para todos A, B, {X, y} € P(E)
valem:

() xe A= AFX

B)A-xeAcB=BFx

(y) A+ xe,paratodoye AAB-y=BF x.

Denotamos tal relacdo de consequéncia por (E, ), em que ficam evidenciados o
dominio E e a relacéo .
A segunda pode ser encontrada em (KRACHT, 2006):

Definicdo 3.2: Seja E um conjunto ndo vazio. Uma relacdo de consequéncia sobre E é
uma relacdo ndo-equipotente - < P(E)xE tal que, para todos A, B, {X, y} € P(E)
valem:

(0) {x} - x

B)A-xeAcB=BFrx

(e) A xeBu{x} - y=AuUB I y(corte).

Estas sdo maneiras usuais de apresentar a consequéncia no contexto das logicas.
A versdo do operador de consequéncia € uma busca de escrever isto no contexto
conjuntista e aproximar também do contexto topolégico.

Faremos, a seguir, comparagdes entre as condigdes que definem as relacbes de
consequéncia; entre as definicdes de relacdo de consequéncia acima, e entre estas e a

definicdo de operador de consequéncia. Em particular mostraremos como obter a
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primeira relagdo de consequéncia + a partir do operador de consequéncia C e vice-

Vversa.

Proposicado 3.3: As condicdes (a) e (y) da Definicdo 3.1 implicam na condicéo (j3).
Demonstragéo: Consideremos que A - x e A < B. Da inclusdo A c B, segue que se 'y
€ A, entdo y € B. Dai e da condicdo (o), segue que para todo y € A, B -~ y. Agora,

usando (yY)em A -~ x e paratodoy € A, B -y, segue que B ~ x. [

A primeira definicdo de relagdo de consequéncia induz um operador de

consequéncia da maneira seguinte.

Definicdo 3.4: Se C: P(E) — P(E) é um operador de consequéncia, entdo para cada A

e P(E), o fecho dedutivo de A é o conjunto C(A) ={x € E: A -~ x}.

Proposicdo 3.5: Dada uma relacdo de consequéncia como na Definicdo 3.1, o fecho
dedutivo determina um operador de consequéncia de Tarski.
Demonstracéo: (i) (Autodedutibilidade) se x € A, por (o) temos que A ~ X e, pelo
fecho dedutivo, x € C(A). Logo A < C(A).

(if) (Monotonicidade) Se A < B e x € C(A), pelo fecho, A - x e dai, por (), B
F X. Mais uma vez pela Definicdo 3.4, x € C(B). Assim, C(A) < C(B).

(iii) (Idempoténcia) Consideremos que x € C(C(A)). Pelo fecho, temos que
C(A) + x e paratodo y € C(A), temos que A I y. Dai, por (y), segue que A X, isto é,
x € C(A). Logo, C(C(A)) < C(A). n

A reciproca deste resultado também é bem simples.

Precisamos observar que: X € Y < {x} c Y.

Proposicao 3.6: Se (E, C) é um espaco de Tarski, entdo a relacdo ndo-equipotente I,
definida a partir de C por: A - x < x € C(A), € uma relacdo de consequéncia na
Definicgéo 3.1.

Demonstragdo: (o) Se x € A, entdo {x} — A e, dai, por (C), que C({x}) < C(A). Por
(Cy), temos que {x} < C({x}) < C(A) e, portanto, x € C(A). Da definicdo do fecho
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dedutivo, A - X.

(B) Se A =B e A+ x, pela defini¢do, x € C(A) e, dai, por (Cz), X € C(B). Mais
uma vez pela definicéo, B - x.

(y) Consideremos que A - X e, paratodo y € A, B I~ y. Pela defini¢do acima, x
e C(A) e, paratodoy € A,y e C(B). Dai A = C(B). Por (C>) e (Cs), segue que C(A)
C(C(B)) = C(B). Logo, x € C(B) e, pela definicdo, B - X. m

Mostramos que (y) = (Caz), mas sé (Cz) ndo implica (y). Precisamos também de
(C2). No exemplo seguinte, temos um caso em que vale (C3), mas ndo vale (C>) e,
portanto, ndo teremos (y). Isto mostra que (y) € mais forte que (Cs). N&o consideramos a

condicdo (C).

Exemplo: Sejam E ={a, b, ¢, d, e} e C: P(E) — P(E) tal que:
C ({a, d}) ={a};
C ({a, b, c}) ={a, d};
C({ab})={a b, c e}
E, para todo B c E diferente dos conjuntos {a, d}, {a, b, c} e {a, b}, temos C (B) = B.
Certamente C ndo é um operador monotonico.

Para todo A € P(E), C(C(A)) < C(A), pois C(C({a, d})) = C({a}) = {a} =
C({a, d}); C(C({a, b, c})) = C({a, d}) = {a} c {a d} = C({a, b, c}); C(C({a, b})) =
C({a, b, c,e}) ={a, b, c,e} = C({a, b}). E para todo B € P(E) diferente dos conjuntos
{a, d}, {a, b, c} e {a, b}, C(C(B)) = C(B). No entanto, d € C({a, b, c}) e, paratodo x €
{a, b, c}, x € C({a, b}), mas d ¢ C({a, b}). Ou ainda, {a, b, c} - d e, paratodo x € {a,
b, c}, {a, b} + x, mas {a, b}  d.

A versdo mais natural da condigdo (Cz) € considerar [A]={z e E: A+ Z}eo0
axioma:
QA -Fy=Ary.

Pois, [A]Fy=AF yseey € C(C(A)) =y € C(A) see C(C(A)) < C(A).

Agora destacamos 0 axioma (5).
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Proposicao 3.7: Consideremos a condicdo (8): {x} + X, sobre uma relacdo + < P(E)
x E. Entdo, valem as seguintes implicagdes: (o)) = (3); (B) e (d) = ().
Demonstracéo: Como x € {x}, entdo por (o), {x} — X. Agora, se X € A, entdo {x} c A

e, por (8) e (B), sequeque A-X. m

S6 (8) ndo garante (o), como podemos ver no exemplo seguinte.

Exemplo: Sejam E = {a, b} e - < P(E) x E tal que:
{a} +Fa;
{b} + b;
{a, b} + b;
{a, b} # &;
Certamente - ndo é uma relacdo monotonica, porém I satisfaz (8), mas néo satisfaz (o),

pois a € {a, b} e {a, b} 1 a.

Encontramos na literatura, como em Jetabek (2012), uma terceira definicdo de
relacdo de equivaléncia com as condicdes (6), (B) e (y), ou seja, a definicdo de Font,
Jansana e Pigozzi (2003), com a troca de (o) por (8). Mas, como mostram as
consideracBes acima, estas duas defini¢des sdo equivalentes, devido a monotonicidade,

embora ndo sejam equivalentes (o) e (J).

A regra do corte (g) tem uma versdo mais fraca, que pode ser encontrada em
Sundholm (1983):
MAFXeAW{X}FYy=AY.

Proposicéo 3.8: O corte (g) = (1).

Demonstracéo: No corte (g), basta considerarmos B = A. [

Precisamos ainda verificar que as duas defini¢cbes de relagdo de consequéncia
acima séo equivalentes. Ja vimos que na presencga da monotonicidade as condi¢des (o) e

(B) séo equivalentes a (8) e (B).
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Proposicédo 3.9: A relacdo da Definicdo 3.1 implica a relagdo da Definicdo 3.2.
Demonstracao: Precisamos garantir que (&) vale a partir de (o), (B) e (7).

Consideremos que A ~ x e Bu{x} + y. Pela inducéo que define o operador C,
temos que X € C(A) ey € C({x}uB). Dai, {x} < C(A) e, pela monotonicidade, y €
C(C(A)uB). Pela Proposicéo 2.11, C(C(A)uB) = C(AUB) e, assim, AUB - y. =

Proposic¢do 3.10: A relacdo da Defini¢do 3.2 implica a relagdo da Definicdo 3.1.
Demonstracao: Precisamos garantir que vale (y) a partir de (3), (B) € (g).

Pela Proposicdo 3.8, (¢) = (n). Entdo usaremos uma versao um pouco mais
simples, porém implicada pela segunda definicdo de relagéo de consequéncia: (o), (B) e
(m). Assim, valem a autodedutibilidade, a monotonicidade e A - xe Au{x} -y = A
-y, isto é, para todo X, X € C(A) ey € C{x}UA) = y € C(A). Dai, pela
monotonicidade, y € C(C(A) UA) =y € C(A) e, pela autodedutibilidade, y € C(C(A))
=Yy e C(A). Assim vale (Cz) ou (), que com (o) e (B) garantem (y). [

Agora um pouco mais sobre a independéncia dos axiomas usados nas defini¢es
acima.

Vimos que as condigdes (o) e (y) implicam a condigdo (). Os trés exemplos
abaixo nos mostram que assim como as condi¢des (o) e (y) sdo independentes, as

condicdes (3), (B) e (y) também o séo.

Exemplo: Sejam E ={a, b, c} e - < P(E) x E tal que:
{a} F&;
{a} K b;
{a, b} +a;
{a, b} - b;
{a, b} +¢;
para todo B < E diferente dos conjuntos {a} e {a, b}, temos que o conjunto das
consequéncias de B é o proprio B.
Neste exemplo valem as condicdes (o), () e (B), mas ndo vale a condicéo (y),

pois {a, b}  c e, paratodo x € {a, b}, {a} - x, mas {a} i c.
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Exemplo: Sejam E = {a, b} e — < P(E) x E tal que:
{a} F&;

{a, b} +b;

{a, b} # &;
para todo B < E diferente dos conjuntos {a} e {a, b}, temos que o conjunto das
consequéncias de B é o proprio B.

Neste exemplo valem as condicdes (d) e (y), mas ndo valem as condicdes (o) e

(B), pois a € {a, b}, {a} - ae {a} < {a, b}, mas {a, b} i+ a.

Exemplo: Sejam E = {a, b} e - < P(E) x E tal que:
{a} + b;
{a} # &;
para todo B c E diferente do conjunto {a}, temos que o conjunto das consequéncias de
B é o proprio B.
Claramente, neste exemplo valem as condi¢bes (B) e (y), mas ndo vale a

condicdo (9).

Estas defini¢Oes de relagdo de consequéncia impdem uma condicdo essencial das
I6gicas de Tarski, a saber, que temos uma relacdo de ordem sobre os portadores de

verdade do espaco (E, C), isto é, os elementos de E.

Proposicdo 3.11: As relacdes de consequéncia acima sdo ndo-equipotentes e tém as
seguintes consequéncias:

) {3 Fx

MG rye{y}-z={3+z;

i {x}rye{y}Fx=x=y.
Demonstracgéo: O item (i) vem da condicéo (). A condigdo (y) garante o item (ii) do
seguinte modo: se {y} + z e, paratodo y € {y}, {x} =y, por (y), {x} + z. Finalmente, o

item (iii) segue da Observacéo 2.13. [

Estas condi¢Ges lembram uma ordem, como na Se¢do 1. Contudo, a relacéo
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acima é ndo-equipotente e, desse modo, precisamos de certos cuidados com a simples
afirmacéo de que se trata de uma ordem sobre E.

Com algum abuso dos conceitos, poderiamos eliminar as chaves dos
antecedentes e termos uma relagdo de ordem usual.

Eventualmente o conjunto de premissas pode ser unitario e dai abusando da
notacdo, poderiamos escrever apenas:

MOXEX (i) xFyeyFz=>xkHz (i) XFyeyF X< X~Y.

Mas, genuinamente, nossas relacbes de consequéncias sdo definidas para
conjuntos. A concepcdo das relagdes de consequéncia investigadas € de mostrar a
associacao de um conjunto de dados, informacdes, com uma conclusdo extraida daquele
conjunto de premissas ou hipoteses.

Diante disso, para adequarmos o contexto apresentamos a seguinte defini¢do de

ordem neste contexto ndo-equipotente.

Defini¢do 3.12: Chamamos a relacdo + de ordem n&o-equipotente, definida sobre P(E)
x E, quando satisfaz as seguintes condicdes:

) {3 Fx

M {Grye{y}-z={3+z

(i) {x}rye{y}-x=x=y.

Esta ordem nédo-equipotente € parcial e ndo pode ser total, uma vez que ndo é o

caso que, para dois quaisquer X e y, ou {x} + you {y} F Xx.

Consideracoes finais

Temos até aqui a revisdo de algumas defini¢cbes de operacdo e relagdo de
consequéncia e algumas das suas muitas interrelacdes. Estes resultados sdo apenas parte
de investigages que devem seguir dai.

Desejamos avaliar, partindo apenas do conceito de relacdo de ordem ndo-
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equipotente, quais propriedades precisamos acrescentar para gerar uma relacdo de
consequéncia equivalente as que tratamos no texto.

Ainda sem incluir operadores ldgicos no contexto, podemos incluir para esta
relacdo de ordem ndo-equipotente, elemento minimo que corresponde as contradigdes e
elemento maximo, que interpreta as tautologias ou férmulas vélidas. O quanto podemos
estender as reflexdes sobre estes sistemas dedutivos sem introduzirmos os operadores?

Ha sistemas dedutivos que invocam antecedentes unitarios, mas ha também
sistemas dedutivos em que o consequente pode ter mais que uma conclusao.

Tratamos de relagcfes de consequéncia com uma conclusao por vez, relagcbes com
conclusdo unitaria. Contudo, conforme Gentzen (1969), que investigou sistemas
dedutivos gerais e introduziu na década de 1930 os célculos de sequentes, podemos
pensar em relacfes de consequéncias com mdltiplas conclusoes.

O axioma (y) B - x e, paratodoy € B, A -~y = A X poderia receber uma
notacdo assim (y) B~ {x} e A+~ B = A  {x}, em que A I B é equivalente a dizer
que A < C(B). Neste caso, estariamos readequando mais que a notacdo, mas também a
estrutura formal, saindo de uma relagdo ndo-equipotente para uma relagao equipotente.

Poderiamos, ainda, generalizar o que foi feito no paragrafo anterior definindo a
relacdo equipotente — < P(E)xP(E) tal que: i) AcB=B+ A; (iil)A+-C=AUB

Ce(iii) A+ CeBuUC I D = AUB + D. Esta ¢ uma definicdo alternativa de relacdo
de consequéncia de maultiplas conclusdes e mais geral do que aquela que abordamos
nestas notas.

Devemos tratar destes e outros casos de l6gicas de Tarski no ambiente de l6gica
universal. Mas, podemos também pensar em ldgicas que ndo sdo de Tarski e que ja
contam com alguns comparecimentos na literatura e no¢des aceitaveis de consequéncia

l6gica.
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