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Resumo: Damos a definicdo de espago quase topologico e apresentamos alguns exemplos e
propriedades. Em seguida, apresentamos as algebras TK e a logica TK que foram motivadas
pelos espagos de Tarski. Apresentamos uma demonstragdo da adequacdo da logica TK relativa
aos espagos quase topologicos. De modo original, discutimos o bem conhecido axioma modal
chamado (5) e mostramos sua formalizagdo na ldégica TK e seus respectivos modelos, dados por
espacos quase topologicos em que cada conjunto fechado é também aberto.
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Abstract:We give the definition of almost topological space and present some examples and
properties. After we present the TK-algebras and the logic TK motivated by the Tarski spaces.
We present a proof of adequacy between the logic TK and the models originated by almost
topological spaces. In an original step, we discuss the well-known modal axiom named (5) in
the context of logic TK. We analyze its models in which each almost topological space has the
property that every closed set is also open.
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Introducio

O conceito de espago quase topoldgico ¢ uma variagdo do conceito de espago
topologico, de maneira que todo topoldgico ¢ quase topoldgico (FEITOSA; NASCI-
MENTO, 2015).

Eliminamos algumas das condi¢des da defini¢do de espaco topoldgico e verifi-

camos que, enquanto o conceito usual estd vinculado com aspectos espaciais dos espa-

¢os R”, inicialmente envolvidos com os intervalos abertos de R, o conceito de espago

quase topologico tem como motivagdo o conceito de derivabilidade ou de dedugao.
O conceito de derivabilidade originou uma versao abstrata de sistema dedutivo

ou logica abstrata, que nomeamos de espago de Tarski, devido aos trabalhos do precur-
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sor desta vertente, Alfred Tarski.

A partir da definicdo de espago de Tarski, Nascimento e Feitosa (2005) defini-
ram as algebras de Tarski. A seguir, Feitosa, Gracio e Nascimento (2010) formalizaram
as condi¢des de um espago de Tarski em ambiente 16gico proposicionale introduziram a
logica TK. Neste artigo,foi mostrado, com recursos algébricos, a adequagdo (corregdo e
completude) de TK segundo as TK-algebras.

Nessas notas, apresentamos uma demonstragao da adequacdo da logica TK rela-
tiva a modelos de TK tomados como espagos quase topologicos quaisquer.

Como um passo original, discutimos a relagdo da logica TK na hierarquia de

logicas modais e tratamos de outro axioma modal, conhecido na literatura como (5) com

a seguinte configuracdo: ¢ —O0@, ¢ o entendimento de que “se algo ¢é possivel, en-

tdo € necessariamente possivel”.
Para modelarmos a légica TK acrescida do axioma (5) temos como modelos
exatamente os espacos quase topoldgicos em que cada conjunto fechado ¢ também aber-

to. Por fim, relacionamos estes espacos com os espagos topoldgicos.

1. Espacos quase topologicos

Espagos quase topologicos sdo generalizagdes das estruturas topoldgicas obtidas

pela eliminagdo de algumas propriedades.

Definigao 1.1: Um espacgo quase topologico ¢ um par (E, Q) em que E ¢ um conjunto,

Q cP(E) e dada uma colecdo qualquer de indices I:
(i) separacadai € I, A;€Q, entdo U;¢; Aj € Q.
Defini¢ao 1.2: A coleg¢do Q ¢ denominada quase topologia e cada membro de Q2 ¢ um

aberto de (E, Q). Um conjunto A€Q € um fechado quando o seu complemento relativo

a E, denotado por A€, é um aberto de (E, Q).

Segue destas definigdes que uma unido qualquer de abertos de (E, Q) ¢ um aber-

to de (E, Q).
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Proposicao 1.3: Se (E, Q) € espaco quase topologico, entdo o conjunto @ é aberto e E ¢

um fechado no espago (E, Q).

Proposicao 1.4: Se (E, Q) ¢ espaco quase topologico, entdo toda interseccao de fechados

de (E, Q) ¢ um conjunto fechado em (E, Q).

Definigao 1.5: Se (E, Q) ¢ um espaco quase topologico, entdo o fecho de A € o conjunto:

A=N{X cE : AcXe X°Q}.

O interior de A é o conjunto:

A=U{X CE : XcAeXeQ).

Proposicao 1.6: Se (E, Q) ¢ um espaco quase topologico e ACE, entdo A ¢ fechado e A

¢ aberto.

Naturalmente, poderiamos definir espaco quase topoldgico a partir dos fechados,

como no contexto topoldgico.

Proposi¢do 1.7: Seja (E, Q) um espago quase topologico. Para todos A, BCE, valem:
(i) AcAcA
(i) A=A
(iii) A= 4
(iv)JAcB=AcB
(v) AcB —ACB.

Agora, veremos como envolver os conceitos de espago quase topologico e o

conceito de sistema dedutivo de Tarski ou espaco de Tarski.

Definigdo 1.8: Um operador de consequéncia sobre E¢ uma fun¢do :P(E)—P(E) tal
que, para todos A, Be P(E), valem:

(i) AcA
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(i) AcB=AcB
(iii) AcA.

De (i) e (iii), para cada AcCE ,vale a igualdade A=A.

Definicao 1.9: Um espaco de Tarski (sistema dedutivo de Tarski ou espago de fecho) ¢é

um par(E, )tal que E é um conjunto e ¢ um operador de consequéncia sobre E.

Definigdo 1.10: Seja (E, ) um espago de Tarski. O conjunto A € fechado em (E, ) se

A=A, e A é aberto quando o seu complemento relativo a E, denotado por A€, é fechado

em (E, ).

Proposi¢do 1.11: Se (E, ) é um espago de Tarski, entdo toda intersec¢do de conjuntos

fechados de (E, ) ¢ ainda um conjunto fechado de (E, ).

Segue das defini¢des acima, que @ e E correspondem ao menor € ao maior con-

juntos fechados, respectivamente, associado ao operador .

Proposigdo 1.12: Se (E, Q) é um espago quase topoldogico ¢ € a operagdo de fecho em

(E, Q), entdo o par(E, ) ¢éum espago de Tarski

Por outro lado, se (E, ) é um espago de Tarski, consideremos que ¥ € o con-

junto de todos os fechados de (E, ).

Proposi¢do 1.13: Se (E, ) é um espago de Tarski, entdo (E, Q) é um espago quase to-

polégico em que X eQ&XC e,
Segue das duas proposi¢des anteriores que, para cada espaco de Tarski podemos
definir, de modo natural, um espago quase topologico e, para cada espaco quase topold-

gico, podemos caracterizar um espacgo de Tarski.

Definicao 1.14: Um espago quase topologico (E, Q) € 0-fechado quando:
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(iv) 0=0.

Definigao 1.15: Um espacgo topologico (E, Q) ¢ um espaco quase topologico 0-fechado

tal que:

(VVAUB=AUB.

Definigdo 1.16: Um espago de Tarski (E, ) é vdcuo quando 0 =0.

Deste modo, os espagos topologicos sdo exemplos de espacos quase topologicos
0-fechados em que o fecho da unido ¢ a uniao dos fechos.

Como o conceito de consequéncia interessa a Logica e naquele contexto sdo re-
levantes os conjuntos das consequéncias de conjuntos dados, os quais ndo devem, em
geral, serem vazios, do ponto de vista 16gico interessam essencialmente os espagos de

Tarski ndo vacuos.

2. As algebras TK e a logica TK

Nesta se¢do apresentamos as TK-algebras e a logica proposicional TK. Detalhes
sobre os dois sistemas podem ser encontrados em (FEITOSA; GRACIO,
NASCIMENTO, 2010). A definicdo de TK-algebra introduz as nogdes de operador de

consequéncia no ambiente algébrico e a lo6gica TK da a formalizagdo no contexto logico.

Definigdo 2.1: TK-dlgebra é uma séxtupla A= (4,0, 1, v, ~, ¢)em que (4,0, 1, v, ~) é
uma algebra de Boole ¢ ® ¢ um novo operador, chamado de operador de Tarski, para o
qual valem:

(1) avea = eqa

(i1) eave(avb) = e(avb)

(ii1) o(eq) = eq.

Exemplo 2.2: Se consideremos o espago Booleano de conjuntos P(A), comA = Qe a

operacdo e definida, para todo a€ A, por ea = a, entao temos umaTK-algebra.
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Exemplo 2.3: O espago de conjuntos P(R) com X = XU {0} ¢ uma TK-algebra.

Exemplo 2.4: O espaco de conjuntos P(R) com X =N{[:I1é um intervalo e XcI} ¢é

uma TK-algebra.

Como as TK-algebras estdo no contexto das algebras de Boole, o item (i) da
Definigao 2.1 afirma que, para cada a€ A, a<ea.
Em uma TK-algebra qualquer, podemos definir os seguintes operadores

Booleanos:
a—b =4.~avb;

a—b=geean ~b.

Proposigdo 2.5: Para toda TK-algebra A valem as seguintes condigdes:
(1) ~ea<~a<e~q
(i1) a<b=>ea<ep
(ii1) e(anb) <eaneb

(iv) eaveb<e(avb).

As defini¢des seguintes sdo usuais para algum sistema axiomatico S.

Definicao 2.6: Se 'U¢@ ¢ um conjunto de formulas do sistema S, entdo ¢ ¢ deduzida ou

derivada de I', o que ¢ denotado por I'~go, se existe uma sequéncia finita de féormulas
@1, ....,0n de S de maneira que @, = ¢ e, para cada @;, 1 <1 < n vale uma das seguintes
condicoes:

@i ¢ um axioma;

¢ie I

@; ¢ obtida de formulas que ocorrem anteriormente na sequéncia através de al-

guma regra de dedugdo do sistema S.

Quando I' =@, escrevemos simplesmente —g¢ no lugar de @+—gop, e dizemos que

6 Kinesis, Vol. VIII, n° 17, Julho 2016, p.1-17



A logica dos operadores de consequénciaacrescida do axioma modal 5

¢ ¢ um teorema do sistema axiomadtico S. Deixamos de escrever o subscrito de g

quando ndo ha possibilidade de confusdo.

Defini¢ao 2.7: Seja S um sistema formal que porta uma operacao de negacdo —. Um

conjunto I' de formulas de S € consistente se ndo haqualquer formula ¢ tal que I'~@ e

A seguir, apresentamos o sistema formal ou a logica TK, que formaliza as

nog¢des essenciais de um operador de consequéncia no ambiente l6gico.

A logica proposicional TK ¢ o sistema logico construido sobre a linguagem

proposicional L = (—, v, —, 4, p;, p2, p3, ...) de TK com os seguintes axiomas e regras

de dedugao:

(CPC) o, se ¢ ¢ uma tautologia
(TKy) 9— 40
(TK,) 40— 40

(MP) o—>v, @

|
(RM*)o—y.

33 S5 4V}

Proposigao 2.8: -4 o—®(ovy).

Demonstracdo:
L.o—(pvvy) Tautologia
2.¢0—>¢(pvy) RM*em 1. =

Proposicao 2.9: o=+ 40.

Demonstracdo:
l.o Premissa
2.0—%0 TK;
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3. %0 MPemle2.m

Proposicao 2.10: —4qovey—¢(pvy).

Demonstracdo:

1. ®o—>®(ovvy) Proposigdo 2.2
2. ¢y—®(pvy) Proposi¢do 2.2
3. ¢ovey—e(ovy) CPC. =m

Em (FEITOSA; GRACIO, NASCIMENTO, 2010) foi demonstrada a adequagio

(corre¢do e completude) da logica TK relativa as TK-algebras.

Podemos definir o operador dual de 4 da seguinte maneira:

Ba(Pzdeﬁ‘ﬁ(P.

Proposicao 2.11:+p—y=+Be—HBy.

Corolario 2.12:- @ y=FHe—Hy.

Proposicao 2.13:—Bep—.

Proposi¢do 2.14:-He—HEHQ.

Proposicao 2.15:B(pAy)—Heo.

Corolario 2.16:+B(pAy)— (BeABWY).

Poderiamos, alternativamente, ter tomado o operador B como o operador

primitivo e substituir os axiomas TK; e TK; pelos seguintes:

(TK;) Bo—e;
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(TK,") Bo—EHe.
e aregraRM*pela regraRME:

(RM®)=o—y.
-Be—Ey

Como veremos na proxima se¢do, dado um espago quase topoldgico (E, Q2), o

operador 4 esta associado ao fecho naquele espago, enquanto o operador B esta

associado ao interior.

3. A adequacio quase topologica de TK

Nesta secdo mostramos como o0s espagos quase topoldgicos sao modelos
apropriados para a logica TK.
Denotamos o conjunto das varidveis proposicionais da 16gica TK por Var(TK) e

o conjunto de suas formulas por For(TK).

Definic¢ao 3.1: Uma formula y€& For(TK) ¢ refutavel em I se I' =—wy. Caso contrario,

¢ irrefutavel em I

Defini¢ao 3.2: Seja (E, Q) um espago quase topologico. Uma valoragdo restrita no
espaco (E, Q) ¢ uma fungdo (.): Var(TK) —P(E) que interpreta cada variavel (formula

atomica) de TK em um subconjunto de E.

Defini¢ao 3.3: Dado um espago quase topoldgico (E, Q), uma valoragdo ¢ uma fungao
[.]: For(TK) —»P(E) que estende natural ¢ unicamente a valoragdo restrita (.) da
seguinte maneira:

@) [p] = (P

(ii) [-@] = E - [¢]

(iii) [#¢] =[e]

(V) [oaw] = [o] N [v]

) [ovy] =[] U [v].
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Segue desta defini¢do que:

(vi) [T] =E, em que T ¢ qualquer tautologia

(vii) [L] =@, em que L ¢ qualquer contradigao.

Defini¢ao 3.4: Se (E, Q) ¢ um espaco quase topoldgico, entdo uma valoracio [.]:
For(TK) —P(E) é um modelo para o conjunto I'c For(TK) se [y] = E, para toda

formula yel.

Denotamos um modelo de T por ((E, Q), [.])EI, quando s3o explicitados o
espaco (E, Q) e a valoragao [.] sobre E.

Como um caso particular, a valoragdo [.]: For(TK) —#(E) ¢ um modelo para a

formula ¢ se [¢] =E. Neste caso, escrevemos ((E, Q), [.])Eo.

Defini¢ao 3.5: Um subconjunto I'de formulas implica logicamente a formula y, o que €

denotado por I'Ey, se todo modelo de I' ¢ ainda um modelo de .

Defini¢ao 3.6: Uma formula ¢ € vdlida no espago quase topologico (E, Q) se para toda

valoracéo [.]: For(TK) —»P(E) tem-se que ((E, Q), [.])=0o.

Defini¢ao 3.7: Uma foérmula @€ For(TK) ¢ vdlida se ela ¢ valida em todo espago quase

topoldgico (E, Q).

Agora mostramos a correcdo dos modelos quase topoldgicos para a logica TK.

Proposicao 3.8:[p—vy] = E< [o] < [v].
Demonstragdo:[¢—vy] = ES [-ovy] = ES[—0] Uly] = E< (E -[9]) U [v] = E< [¢]

Cly]. =
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Lema 3.9: (Corregdo) Se I' ~o, entdo I' =o.
Demonstra¢do: A demonstragdo ¢ por indugdo sobre o comprimento £ da deducao de ¢
apartirde I'.

Para k=1, segue que ¢ ¢ um axioma de TK ou e I.

Se pe I, certamente, I' E¢.

Seja @ um axioma de TK.

Se ¢ ¢ uma tautologia, entdo, pela condi¢ao (vi) da valoragdo [.], acima, segue
que [p] =E.

Se ¢ ¢ do tipo y—#y, entdo [y—®y] = [-yvey] = (E -[y]) U[y] = E;

Se ¢ ¢ do tipo #®y—ey, entio[ S Sy—ey] = [~S Sy ey] = (E -[y])

Uly] = (E - [v]) Uly] =E.
Em todos os casos vale I' =¢.
Pela hipotese de indugao, considera-se que o enunciado vale para k<n.

Se ¢ ¢ um axioma de TK ou @€ T, ja vimos que I' =o.

Se ¢ foi obtida de I' pela regra MP, entdo se encontrou na deducdo I' —y e I’
Fy—. Pela hipotese de inducdo, [y] = E e [w—o] = E e da proposi¢do anterior
segue-se que [y] < [¢]. Como [y] =E, entdo [¢] = E.

Se ¢ foi obtida de I'" pela regra RM*, entdao ¢ = ¢c— 4y cocorreu na dedugéo I'

Fo—y. Pela hipdtese de indugdo [c—¢] = E. Do lema anterior segue que [c] < [v].

Pela Proposigao 1.7 (v), Hg[\p]. Como (E -[o]) U[c] =E, entdo (E -[c]) U[w] = E e,

desse modo, [®c—®y] = [-®cvey]| = (E -[c]) U[y]=E.

Portanto, I' =¢@. =

A seguir fazemos uma demonstracdo da Completude.

Defini¢ao 3.10: Um conjunto de formulas ¢ consistente maximal se ele ¢ consistente e

ndo esta contido propriamente em nenhum outro conjunto consistente.
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Lema 3.11:I' Fy<T'U {—wy} ¢ inconsistente.

Lema 3.12: Se I ¢ consistente maximal, entdo para toda formula y, ou ye I' ou —ye I.

Lema 3.13: Se I ¢ consistente maximal e ', entdo ye I.

Teorema 3.14: (Lindenbaum) Todo conjunto consistente de férmulas I' pode ser
estendido para um conjunto consistente maximal A.
Demonstragdo: A demonstracdo ¢ usual e pode ser encontrada em (FITTING,

MENDELSOHN, 1998, p. 76). =

Teorema 3.15: Se I' é consistente, entdo I' tem um modelo.
Demonstragdo: Segundo o teorema anterior, todo conjunto consistente de formulas I'
pode ser estendido a um conjunto consistente maximal A. Entdo, verificaremos que A
tem um modelo e como consequéncia, por 'cA, também I" tem modelo.

Tomemos o espago quase topologico (E, Q), em que E = {x} ¢ Q = {@, E}.
Entdo, para todo ACE, A=A.

Agora, definimos uma valoragdo [.]: For(TK) —P(E), tal que para cada variavel

proposicional p, [p] = E<<p€EA.

Segue da afirmag¢do acima que [y] = [y], para toda y€For(TK).
Mostramos que para toda formula vy, [y] = E<wyeA, isto é, [.] € um modelo
para A.

A demonstracao segue por indugdo sobre o nimero »n de operadores que ocorrem

em \:

Se n =0, entdo y ¢ uma variavel proposicional e segundo a defini¢ao de [.], [y]
=EoyeA.

Suponhamos que [y] = E<weA para toda formula y em que ocorrem n
operadores.

Considerando que em \y ocorrem n+1 operadores, vamos analisar os casos
abaixo.

Se y ¢ do tipo —o, entdo [c] = E <oceA. Assim, [y] = E <[c] =
PocgAo—ceAsyeA.
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Se y ¢ do tipo 6—, entdo [c] = E<>ceAe [y] = E<oyeA. Desse modo:
=) [v]=E<[o—y]=E< [o] =0 ou[y] =E.

(1° caso) [0] = @ ©@ogA—-ceAA-—0. Como H—-6—(c—Y) ¢ uma

tautologia, pela regra MP, segue que A-c—y<=c—yeAyeA, pois A € consistente

maximal.

(2° caso) [y] = E<ye A=Ay, Mas, como —y— (o—y) € uma tautologia, por
MP, A-G—y e, dai, c—y€A, isto &, yeA.

Assim, se [y] = E, entdo yeA.

(<) Se [y] #E, pela Proposicao 3.8, [c] £ [y]. Portanto, [y] =0, [c]=E e [y] =
@. Desse modo, ceA ¢ —yeA. Entdo, Ao, A-—y e, considerando a tautologia -c—

(—y——(o— Y)), por duas aplicacdes de MP, segue que A-—(c— 7y), 6— YA e assim,
yeA.

Se y ¢ do tipo #o.
(=) Entdo [y] = E< [#c] = E<[oc] = E< [o] (=[c]) =
EcceA=9ceA=vyeA (por TK; e MP).

(<) Sc oA, entdo A-4c. A deducdo de 4o a partir de A tem que terminar

com uma aplicagdo de MP, pois y ndo ¢ uma condicional. Agora, por hipdtese de

inducdo na derivagdo de 4G a partir de A, tem-se que A~ ¢ A-e—49c. Logo, [¢] =
EcpeA e [p—¥c] = ESo—®ceA. Mas, pela Proposigdo 3.8, [p—9c] = E< [¢]

C [®o]. Portanto, [¢] = [p—¥c] = E=E =[p]c [®c]=E =[®c]=[y]. =

Corolario 3.16: (Completude forte) Se I' =y, entdo I' .
Demonstrac¢do: Se I' =y, entdo todo modelo de I' ¢ também modelo de v, isto €, ndo
existe modelo de T'U{—wy}. Pelo teorema anterior, ['U{—wy} € inconsistente e, pelo

Lema3.11,segueque ' ~y. =
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4. Um axioma modal adicional

A logica TK pode ser vista como um caso particular de 16gica modal em que o

operador 4 seria visto como um caso do operador modal de possibilidade ¢. Esta 16gi-
ca ¢ um subsistema do sistema modal S4, mas ndo ¢ um sistema modal normal, posto
que em geral, em TK, ndo vale a condi¢io: ¢(pvy)— (¢ v ey).

Por ser um sistema nao normal, os usuais modelos de Kripke ndo se aplicam a
TK, mas outros modelos sim, como aquele de carater topologico da segdo anterior.

Neste momento, gostariamos de avaliar o acréscimo a TKdo usual axioma mo-

dal:

(5): ®y—HSV.

Dada a dualidade entre 4 ¢ B temos, naturalmente, outra versao de (5):
1. ¢y—Eey

2. ¢—y—He—y

3. -EHe—y—>—®—y

4, —®——H——y—BY

5. 6@ Y@ . (5)

Veremos entdao, na proxima se¢do, como fica o modelo quase topologico deste

novo sistema.

5. Quando todo conjunto fechado é aberto

Como os espagos quase topologicos sao modelos adequados para a logica TK,
ao incluirmos um novo axioma a cole¢ao de axiomas de TK, no caso o axioma (5), pre-
cisamos avaliar como interpretar de modo natural este axioma em um espago quase to-
pologico e o que dai decorre.

A maneira imediata de interpretar (5) em um espago quase topologico € através

do axioma:
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AcCA.
Como o interior de cada conjunto estad contido no conjunto, entdo, imediatamen-

te, temos que A =4 e também.

Proposi¢do 5.1: Num espaco quase topologico (E, Q) em que para todo ACE, tem-se A
= A, entdo todo conjunto fechado é aberto.

Demonstracdo: Se A é fechado, entao A=A. Como A= AT, entdo A = A e, assim, A é

aberto. m

Proposicao 5.2: Num espaco quase topologico (E, ) em que para todo AcCE, tem-se A

= A, entdio todo conjunto aberto é fechado.
Demonstrag¢do: Se A ¢ aberto, entdo o seu complementar ¢ fechado e, pela proposicao

anterior, ¢ aberto. Logo A ¢ fechado. =

As condigdes acima indicam que todo conjunto fechado ¢ aberto e que todo a-
berto ¢ fechado, mas ndo diz que todo subconjunto de E ¢ aberto e fechado. Isto ¢ ape-
nas um caso particular, assim como o caso em que os Unicos abertos e fechados sdo @ e

E.

Teorema 5.3: Os espagos quase topologicos em que, para todo ACE, A = A, sdo modelos
adequados para TK + (5).

Demonstragdo: Certamente (5) € correto em todo tal espago. Falta mostrar que se uma

formula qualquer ¢ valida num espago quase topologico (E, Q) em que A =4, entdo ela

¢ dedutivamente obtida de TK + (5). Esta parte decorre do Teorema 3.15, quando preci-

samos de um espa¢o modelo que atende a exigéncia de que, para todo ACE, A = A. Mas,
o modelo considerado no Teorema 3.15 tem exatamente esta caracteristica. Logo, a

completude também segue. m

Proposicdo 5.4: Se (E, Q) ¢ um espago quase topologico em que para todo ACE, tem-se

A =4, entdo (E, Q) ¢ um espago topologico.

Demonstragdo: Os conjuntos @ e E sdo abertos e fechados e, mais, uma interseccao
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qualquer de abertos ¢ uma intersec¢cdo de fechados e, desse modo, um fechado. Logo ¢

também um aberto. =m

Como sabemos da literatura sobre l6gicas modais, o sistema S5 tem como mode-
los adequados a classe de espagos topoldgicos em que todo aberto ¢ fechado (KREMER,
2009), entdo Ss e TK + (5) t€ém exatamente as mesmas formulas vélidas e, portanto, sdo

dedutivamente coincidentes.

Consideracoes finais

Neste trabalho, primeiramente mostramos a adequacao da logica TK em relagao

aos espagos quase topoldgicos. Ao tratarmos do bem conhecido axioma modal (5) no
ambiente dos espagos topologicos, A=A, pudemos demonstrar a adequagao de TK + (5)

com estes espagos quase topologicos acrescidos de 4 = Z

Ademais, concluimos que TK + (5) notavelmente coincide com o sistema modal
Ss. Assim, apesar de TK ser um subsistema do sistema modal S4, que nao ¢ normal, o
acréscimo do axioma (5) a TK resulta num sistema equivalente a Ss.

A légica TK possui um cardcter modal interessante, por estar associada aos es-
pacos quase topoldgicos e, desse modo, aos sistemas dedutivos de Tarski. No entanto,
qual a relagao entre TK e os sistemas modais usuais? As Proposi¢des 2.13 e 2.14 garan-
tem, respectivamente, que os axiomas modais T e (4) sdo validos em TK, mas, quais
axiomas nao sao validos? Além disso, se ao invés do axioma (5) acrescentarmos outro
axioma modal usual, quais serdo as caracteristicas do novo sistema?

As questdes acima norteiam futuras pesquisas.
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