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Resumo: Este artigo aborda os antecedentes historicos e as possibilidades do método de
Célculo com Anéis de Polinomios (PRC), por meio do estudo de sua aplicabilidade a
diversas logicas e, em particular, sobre o possivel desenvolvimento deste sistema
algébrico de prova aplicado a Logica de Primeira Ordem.
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Abstract: In this paper we consider the historical background and the possibilities of
the method of the Polynomial Ring Calculus (PRC), studying some of its applicability
to different logics and, in particular, the possible development of this algebraic system
of proof applied to the First Order Logic.
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1 - Consideracoes historicas

Durante a Idade Média, por tradi¢do greco-romana, o individuo culto era
educado no sistema das Sete Artes Liberais. Tal sistema consistia no estudo do Trivium
e do Quadrivium. O Trivium, que representava as Humanidades, consistia da Gramatica,
Retorica e Dialética (Logica). Os mais avangados estudavam entdo as Matematicas: a
Aritmética, a Geometria, a Astronomia e a Musica, disciplinas que compunham o
Quadrivium. Os versados nestas podiam entdo se dedicar as investigacdes da Filosofia,
Teologia, Direito e Medicina, ver [1] [2] e [3]. Nota-se que a Logica, considerada como
criagdo de Aristoteles, ndo era classificada como uma disciplina matematica. Todavia,
sua influéncia ¢ evidente nas obras dos matematicos desde tempos mais remotos. A obra
Os Elementos de Euclides ¢ um exemplo da marca indelével da Logica aristotélica
aplicada, especialmente quando se compara o método dedutivo euclidiano com o

conjunto de textos conhecidos por Organon.
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

A Lobgica contempordnea ¢ um ramo da Matematica e da Filosofia. Nas
universidades de todo mundo ¢ possivel averiguar-se a existéncia de cursos de Logica
em departamentos de ambas, com intenso intercdmbio. A Logica, ciéncia do raciocinio
valido, esta subjacente a todas as investigacdes no dominio do puramente racional e
converteu-se em disciplina matematica ([4]). Tal conversdo tem raizes nos trabalhos de
Leibniz, Peacock, De Morgan, Boole, Frege ¢ Gédel,2 entre outros.

Leibniz ¢ considerado o primeiro a desenvolver uma logica simbdlica. Seu
simbolismo, denominado characteristica universalis, poderia representar relacdes
logicas e constituir a base para uma algebra logica, o calculus ratiocinator, ver [7]. Tais
ferramentas permitiriam que quaisquer desacordos entre individuos ou nagdes fossem
solucionados por meio de simples calculos.’

Consideramos que os primeiros passos dados por George Peacock (1791 - 1858)
e Augustus De Morgan (1806 - 1871) na “libertagio” da Algebra muito influenciaram
no desenvolvimento da Légica Matematica. Peacock distinguiu em sua obra Treatise on
Algebra (1845) dois tipos de algebra: a “algebra aritmética” e a “dlgebra simbolica”, ver
[8]. A primeira era a aritmética universal dos reais nao-negativos e os simbolos
representavam tais nlimeros e as operagdes com os mesmos. J& na “algebra simbdlica”
os simbolos independiam de qualquer particular interpretagdo. As operagdes com o0s
simbolos eram derivadas das manipulagdes com os nimeros ([9]).

De Morgan reconheceu que as leis da Algebra poderiam ser criadas
independentemente de analogias com a Aritmética. Basicamente, De Morgan defendia
que um sistema algébrico poderia ser criado a partir de certos simbolos € um conjunto
de regras para opera-los, sendo uma interpretagio algo a posteriori ([9]).* Apesar disso,

ndo criou um sistema que obedecesse regras distintas da Aritmética.

2 A bem conhecida importincia deste ultimo pode ser resumida com as palavras de Simon Kochen (segundo R.
Goldstein): “Géddel pés a logica no mapa matemadtico. Todo departamento matemdtico importante agora tem um
representante da logica em sua equipe. Podem ser apenas um ou dois logicos, mas pelo menos haverad alguém” ([5]).

3 “Ouo facto, quando orientur controversiae, non magis disputatione opus erit inter duos philosophos, quam inter
duos computistas. Sufficiet enim calamos in manus sumere sedereque ad abacos et sibi mutuo...dicere, calculemus!”
[ “Quando surgissem controvérsias, ndo seria necessdrio a disputa entre dois filosofos sendo de dois calculistas.
Para tanto seria suficiente que tomassem seus ldpis em mdos, sentassem juntos a seus abacos e dissessem um ao
outro...: Calculemos!”] ([6]).

* "We may try this in a small way with three symbols, and one rule of connexion. Given symbols M, N, +, and one
sole relation of combination, namely that M + N is the same result (be it of what kind soever) as N + M. Here is a
symbolic calculus: how can it be made a significant one? In the following ways, among others. 1. M and N may be
magnitudes, + the sign of addition of the second to the first. 2. M and N may be numbers, and + the sign of
multiplying the first by the second. 3. M and N may be lines, and + a direction to make a rectangle with the
antecedent for a base, and the consequent for an altitude. 4. M and N may be men, and + the assertion that the
antecedent is the brother of the consequent. 5. M and N may be nations, and + the sign of the consequent having
fought a battle with the antecedent: and so on" ([10])

2 Kinesis, Vol. V, n° 10, Dezembro 2013, p. 1 - 18



Sobre o método de calculo com anel de polinémios

Coube a George Boole (1815 - 1864) a tarefa de explorar tal liberdade algébrica
e levar o estudo da Logica ao dominio da Matematica.” Boole publicou suas idéias em
um pequeno livro intitulado The Mathematical Analysis of Logic (1847) e ampliando-o,
publicou em 1854 sua famosa obra An Investigation of the Laws of Thought. O objetivo
de Boole em sua obra era investigar as leis fundamentais das operagdes da mente, pelas
quais o raciocinio se desenvolve, e dar a essas operagdes uma linguagem simbolica de
um Calculo, para servir de fundamento da Légica, ver [12]. A primeira proposi¢do de

sua obra ¢ bastante representativa de suas idéias:

“Proposition 1.

All the operations of Language, as an instrument of
reasoning, may be conducted by a system of signs
composed of the following elements, viz.:

Ist. Literal symbols, as x, y, &c., representing things as
subjects of our conceptions.

2nd. Signs of operation, as +, -, x, standing for those
operations of the mind by which the conceptions of things
are combined or resolved so as to form new conceptions
involving the same elements.

3rd. The sign of identity, =.

And these symbols of Logic are in their use subject to
definite laws, partly agreeing with and partly differing
from the laws of the corresponding symbols in the science
of Algebra”.

Uma letra poderia representar o nome de alguma coisa, ou alguma qualidade ou
circunstancia relacionada a ela. Por exemplo, x sozinho poderia representar "coisas
brancas", y sozinho "ovelha" e xy representaria "ovelha branca". Boole concluiu que a
ordem em que os dois simbolos sdo escritos ¢ indiferente, isto €, Xy = yx. E se os dois
simbolos tém o mesmo significado, sua combinagao nao expressa nada mais do que um
deles sozinho, isto €, Xy = x, 0 que nos leva a xx = x. Segue entdo que os simbolos da
Loégica obedecem a lei especial

X’ =x (1)

> Segundo J. L. Bell, Bertrand Russell observou certa vez que Boole descobriu a Matematica Pura [11].
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

A grande inovacao de Boole ¢ dada em seu passo seguinte, ao avaliar a ultima

equacdo como uma equagao algébrica, que admite apenas as raizes 0 e 1:

“Hence, instead of determining the measure of formal
agreement of the symbols of Logic with those of Number
generally, it is more immediately suggested to us to
compare them with symbols of quantity admitting only the
values 0 and 1. Let us conceive, then, of an Algebra in
which the symbols x, y, z, &c. admit indifferently of the
values 0 and 1, and of these values alone. The laws, the
axioms, and the processes, of such an Algebra will be
identical in their whole extent with the laws, the axioms,
and the processes of an Algebra of Logic. Difference of
interpretation will alone divide them. Upon this principle
the method of the following work is established”.

As interpretagdes dadas por Boole aos simbolos 0 e 1 sdo o Nada e o Universo,
respectivamente. A partir disso, conclui que 1 — x representa a classe suplementar ou
contraria da classe representada por x. Portanto, escrevendo (1) na forma x — x° = 0,
segue-se que x(1 —x) =0, o que significa que o “Principio da Contradi¢do”, considerada
por Aristételes como axioma fundamental de toda Filosofia, (cf. Metaphysica 111, 3,

[13]), ¢ uma conseqiiéncia de (1), denominada “Equagdo Fundamental do Pensamento”.

1.1 - Abordagem algébrica para a Logica

Podemos ver que a Logica Matematica ¢ em suas origens notadamente algébrica
e, em particular, a abordagem de Boole ¢ essencialmente polinomial, ver [32], [33] e
[34]. Muitos problemas encontrados por ele poderiam ser solucionados se trabalhasse
com polindmios sobre Corpos de Galois.’

Nao ¢ necessario discutir os bem conhecidos progressos posteriores na Logica
Classica, as origens das Logicas Nao-Classicas e a aplicabilidade destas na Ciéncia da
Computacdo, na Inteligéncia Artificial, na Lingiiistica, nas Ciéncias Cognitivas, em
todo tipo de tecnologias, etc.

A abordagem algébrica tem se mostrado muito fértil no tratamento de problemas
da Logica. Para citar apenas um exemplo, o proprio Lukasiewicz introduz as Logicas

Polivalentes de forma essencialmente algébrica e tal ¢ o tratamento dado por Chang, que

8 Por exemplo, seria possivel a generalizagio x" = x, rejeitada por Boole.
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

introduz as MV-élgebras e chama a atencdo sobre suas relagdes com a Teoria dos
Grupos Abelianos Ordenados. Chang, utiliza métodos algébricos para a demonstragao
da completude dos Célculos Infinitovalentes, ver [14] e [15].

As vantagens dos sistemas algébricos de prova tém despertado a atengdo dos
pesquisadores e, em especial, o emprego de anéis de polindmios sobre corpos de Galois
parece bastante promissor, visto que além de resgatar o “espirito” original no estudo das
Logicas, também possibilita o desenvolvimento de procedimentos de prova automatica
e a investigagdo sobre a complexidade de algoritmos. Destaca-se o Célculo com Anéis
de Polindmios como método algébrico de prova, sobretudo por ser inovador no estudo
das Logicas Nao-Classicas. Apesar de resultados relacionados com os Calculos
Proposicionais, os Célculos dos Anéis de Polindomios para as Logicas de Primeira

Ordem e de ordens superiores ndo foram suficientemente estudados.

2 - Universo de Discurso

Para maior clareza apresentamos, a seguir, os elementos basicos que formam o
universo de discurso deste artigo e, tendo em vista que o método algébrico de prova por
meio de Calculo com Anéis de Polindmios ¢ uma teoria nascente, apresentamos uma

visdo panoramica sobre as principais idéias e resultados envolvidos.

2.1 - Elementos

2.1.1 - Relacéo de Conseqiiéncia

Dada uma linguagem L, uma relagdo de conseqiiéncia ¢ uma relagdo

FC (p(For) x For) ), ou seja, uma relacdo -~ entre subconjuntos e elementos de

For. Os elementos de For sdo interpretados como formulas e os subconjuntos de For

como teorias.

Uma relacdo + pode ser definida sintaticamente, por meio de axiomas

especificos, ou semanticamente, por meio de uma interpretagdo semantica. Em geral

satisfaz as seguintes condicdes:
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

i. (Re flexividade) Se A € I' entdo I' I A

ii. (Transitividade) Se I' H A e A,A F B entdo I, AF B

iii. (Monotonicidade) Se I' F A e I' C A entdo A F A

iv. (Estruturalidade) Se I' F A entdo o) F o), para toda
substituicédo o

v. (Finitariedade) Se I' H A entdo A F A, para algum conjunto
finito A C T

2.1.2 - Operadores de Conseqiiéncia

Um operador de conseqiiéncia ¢ um operador de fecho Cl sobre um conjunto S

de férmulas, ou seja, C1 : p (S) — ¢ (S), tal que paratodo X, ¥ C S, vale:

i. Extensividade) X C Cl(X)
ii. (Monotonia e/ou Isotonia) Se X C Y entdo Cl(X) C CLY)
iii. (Idempoténcia) C1 (Cl (X))=Cl (X)

2.1.3 - Logicas e Sistemas Dedutivos

Uma Ldgica pode ser definida como um par L = <£, Cl), onde £ ¢é um

conjunto ndo-vazio ¢ C1 ¢ um operador de conseqiiéncia sobre L. Um sistema

dedutivo ou um sistema ldgico & & simplesmente uma estrutura & = (For, k) (cf.

[20]).
2.1.4 - Procedimentos de Calculo com Anéis de Polinomios

Os Sistemas Algébricos de prova sdo sistemas que exploram métodos e
resultados da Algebra para expressar demonstragdes. Tais sistemas podem ser aplicados
em procedimentos de prova automadtica ¢ em investigacdes acerca da complexidade de
algoritmos.

O método das bases de Grobner ¢ um método algébrico bem conhecido. Este ¢
fundamentado na Teoria dos Ideais e utiliza o Teorema do Nullstellensatz de Hilbert e
foi introduzido por Buchberger em 1965, ver [16], [17], [18] e [19].

Dentre as pesquisas atuais, destaca-se o método algébrico mais simples e mais

amplo denominado Cdlculo com Anéis de Polinomios (Polynomial Ring Calculus,

6 Kinesis, Vol. V, n° 10, Dezembro 2013, p. 1 - 18



Sobre o método de calculo com anel de polinémios

PRC), proposto por Carnielli em [21], ver [22], [23] e [24]. Este faz uso da estrutura de
corpos finitos (corpos de Galois) e, diferentemente do método das bases de Grobner,
pode englobar todas as l6gicas multivalentes verofuncionais e uma significante classe

de logicas ndo-verofuncionais.
2.1.5 - Calculo com Anéis de Polindomios

Seja I uma légica p”-valente e D o conjunto de valores-verdade de L. A

seguir descrevemos o Cdlculo com Anéis de Polinémios (PRC).’

Defini¢ao 1. Seja <F, +, ., 0, 1> um anel abeliano com unidade 1 e zero 0. Seja F [X]

o anel de todos os polindmios finitos nas varidveis X = X1,X2,...,%p,... COM grau

arbitrario e caracteristica p". Uma proposi¢do do Anel de Polinémios para L ou

simplesmente uma proposi¢do polinomial é qualquer polindmio £ € F[X] sobre as

variaveis X.

Defini¢cdo 2. Dada uma logica L, uma interpreta¢io polinomial para L. ¢ uma
interpretacdo {2 : L — F[X], que associa a cada fbf ¢ um polindmio ) €

F[X].

Defini¢ao 3. Uma proposi¢do polinomial f € satisfazivel se existe uma valoracdo em F

queproduzd € D C F.

Notacdo: f (X)= d ousimplesmente f = d;
f = g significaque £ = g paratodas as valoragdes em F;

f = d (d € F) significaque £ coincide com o polindmio constante d.

Observacio:
Metavariaveis sobre variaveis: X,y,z,..., X1,X2,...

Metavariaveis sobre polindmios: f£,g,h,...

7 As definicdes e resultados apresentados a seguir com poucas alteragdes sdo encontrados em [21] e [22].
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

Definicdo 4. Seja p um niimero primo € n um natural ndo-nulo. Define-se (p,n) -

PRC para IL sobre o corpo de Galois GF (p") do seguinte modo:

11

1il.

Os termos sao as varidveis e as formulas sdo os polindmios de GF (p") [X];

(Regras do Anel)
Vf, g, h € GF(p") [X] e K. C (p (GF(p") [X]) XGF (p") [X]):

@ f+@+hhH E+9+h
) £f+ghk g+ f

() £4+0Hk £

d £+ () F 0

€ f-(g-h)k (f-9)-h
) £f-g+hH £f-g+£f-h

(Regras Polinomiais):

@p" -x=x+x+...+xFE 0

p' vezes

(h) x' - ¥’k x"(mod q(x) ),

para k = i + Ymod (" — 1)), onde g(x) ¢ um polindmio primitivo

conveniente (i.., um polinémio irredutivel de grau n com coeficientes em Z )

(Meta-regras):

Substituicdo Uniforme (SU):

fhH g
flx : h] F g[x : h]

Regra de Leibniz (RL):

fhg
hix : f] h[x:g]’

onde f[x:g] denota o resultado da substituicdo uniforme de x por g em

f.

Kinesis, Vol. V, n° 10, Dezembro 2013, p. 1 - 18



Sobre o método de calculo com anel de polinémios

A regra (SU) permite a substituicdo de todas as ocorréncias de certa variavel x
no polindmio por outro polindmio e a regra (RL) permite a substituicdo de x em um
polindmio por polindmios "equivalentes".

Se A U {f} ¢ uma colegdo de proposi¢des polinomiais, uma derivagio de £ a
partir de A, denotada por A F_ f, é uma seqiiéncia finita de férmulas polinomiais
que ou estdo em A ou sdo obtidas de formulas anteriores pela aplicagdo das regras de
(p,n)-PRC. Se @ F_ f entdo £ ¢ denominado um teorema e tal fato ¢ denotado

por k. f. Das aplicacdes das regras (SU) e (RL), obtém-se o seguinte resultado sobre

arelagdo de conseqiiéncia +_:

Teorema 5. As seguintes regras sdo derivadas, para qualquer conjunto de polindmios

A e Y epolinomios £, g e h:

Af R f

Se A,fF ge gk, hentdo AYX, £fFH h

Se A, f F g entdo A XN, fF g

Se £k 0entdog-£fHFH 0

Se fF gentdoh-fkFH h-ge f-hbk g-h
.Se fk gentdéoh+fkF h+gef+hbk g+h
.Se fF 0eghk, 0Oentdoe-f+h-ght_ 0
(n-f)H 0 e £" K £ O

@ 9 o Uk Ww N

Para se definir um PRC para uma dada logica I é necessaria uma interpretacao
Q : L —GF(p") [X] de féormulas em polindmios de modo que sejam preservadas as

condi¢des de uma classe de valoragdes para L .

2.1.6 - Um Calculo com Anel de Polinémios para a Logica Proposicional Classica

Como exemplo de um PRC para uma légica particular, consideraremos a seguir
a Logica Proposicional Classica (LPC) .

Seja For o conjunto de fbf’s de LPC sobre o alfabeto {—, V, A} e sejam as
metavaridveis sobre formulas representadas por A, B, C, etc. Uma valoragdo para

LPC ¢éafun¢dov: For — {0,1} talque

9 Kinesis, Vol. V, n° 10, Dezembro 2013, p. 1 - 18



Sobre o método de calculo com anel de polinémios

(2.1) v(-A) =1 see v(a) =0
(2.2) v(AVB)=1see v(A)=1ouv(B) =1
(2.3) v(AAB)=1see v(h)=1ev(B) =1

Seja a interpretacio booleana dada pela interpretacdo polinomial

Q :LPC— Z, [X], definida por

(2.4) Up,) == x, se p, & uma varidvel proposicional
(2.5) Q(-n)=Q((r)+1
(2.06) Q(avB)=0Q(a) QB)+a(@R)+Q(B)
(2.7) QA AB)=Q(n) Q(B)
Das regras polinomiais sobre Z, [X], temos que
(2.8) x4+ xFH 0
(2.9) Xx-x F x

Se um polindmio £ € Z,[X] étalque £ ~ ¢ €{0, 1}, entdo ¢ possivel
verificar que apds um namero finito de sucessivas aplicagdes de (2.8) e (2.9)
obtém-se £ F_ c e vice-versa.

Generalizando tal fato, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 6. Seja £ € GF(p") [X]. Tem-se que £ =~ ¢ € D CGF(p") see

fF ¢ em (p,n)-PRC. []

Atribuindo-se os valores 0 ou 1 para as varidveis em X, verifica-se que ¢

preserva as valoragdes de LPC, pois

(2.10) Q(-2) F. 1 see Q(A) F. 0
(2.11) Q(AVB) F 1see Q(A)F 1 ouQ(B)H 1
(2.12) QAAB) F 1see Q) 1 e Q(B)FH 1.
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

Segue, como corolario do teorema anterior:

Teorema 7. Seja () (A(pl, Ceey pk)) = f(x1,...,%x). Tem-se que

£(x1, ..., x0)~, V(X1 ...,x) €Z5,see .. AP, ..., p).0

Utilizando tal teorema exibimos dois exemplos de provas polinomiais de

teoremas de LPC:
(a) k.. A — A,paratodafbfA.

Prova
De (2.5) e (2.6), temos:
Qra -2 =R -9@)+Q(R)+1 =~
~ Q@A)+ Q(R)+1~
041 ~
1.

Q

Q

(b) k.. m™A — A, paratoda fbf A.

Prova
Q(—l—\A — A) = Q(—\—lA)-Q(A)+Q(—|—\A)+l =
= (@(-8) + 1) Q@) + (2 () +1) +1 =
= (@@ +1)+1)- Q@) +(Q@) +1)+1)+1 =~

~ Q@) +a+1))-e@) + @) +1L+1)+1

Q

Q

Q) +0)- Q)+ Q@) +0)+1~

Q@)-2@R)+Q(RB)+1 =~

Q

~ Q@A)+ Q@) +1

Q

Q

0+ 1 =~
1.

Q
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Sobre o método de calculo com anel de polinémios

Se a valoragdo v: For — {0,1} for expandida para uma funcio
v/ :For — [0,1], a mesma interpretagdo polinomial 2, juntamente com as

aplicagdes das regras de RPC o resultado é uma Logica Polinomial Minimal (Minimal
Polynomial Logic, MPL), introduzida por Poli et al., ver [28], cujas possiveis

semanticas sao similares a Logica Probabilistica de Nilsson [26] e [27] ou a Logica

Fuzzy [29], [30] e [31].
2.1.7 - Légicas de Lukasiewicz na forma polinomial

Como um exemplo particular da aplicacio de RPC para as Loégicas de
Lukasiewicz, apresentamos a interpretacdo polinomial para o calculo proposicional da

logica trivalente % :

Seja For o conjunto de fbf’s dos célculos proposicionais de Lukasiewicz (%)
sobre o alfabeto {—, —} e sejam as metavariaveis sobre formulas representadas por 2,
B, C,etc.

Uma valoragdo das foérmulas no intervalo [0,1] ¢ uma fungdo v:

For — [0, 1] tal que

(2.13) v (-a) = —v (B)
(2.14) V(A—>B):V(A)—>V(B),
onde para x,y € [0, 1],

(2.15) x=1—-x e x > y:=min(l,1-x+ y).

1
Para%s, D = {O'E’ 1} C [0, 1] e as tabelas-verdade de = ¢ — sdo:

X =Yy
X —-x x\y| O 1/2 |1
0 1 0 1 1 1
1/2(1/2 1/211/2| 1 |1
1 0 1 0O |1/2|1

12 Kinesis, Vol. V, n° 10, Dezembro 2013, p. 1 - 18



Sobre o método de cdlculo com anel de polinomios

Utilizando a bije¢do t: {O,%,l} — {0,1,2} dada por t(0)= 0O,

t(l/2)=1 e t(l)=2, obtemos as seguintes tabelas-verdade:
X =Yy
X | =x x\y|0]1]2
o 2 0 21212
1 1 1 1122
210 2 012

Uma interpretagdo polinomial 2 : E3— Z, [X], ¢ definida por:

(2.16) Q(-2) = 2-Q(a) + 2
(2.17)
Q@ - B)=2-0&)-(2B)+1)-(2(2a) - QB) + Q(B) + 1)+ 2

Logo, para x, y € {0, 1, 2} a interpretagdo polinomial dos conectivos — ¢

—  sdo:
(2.18) X =25+ 2 e x —y =2xvy+1) xy+y+1 4+ 2.

O conectivo ¢ ¢ dado por x & y = -x — y. Como exemplo,

consideremos a prova polinomialde A & —A:

3

Das regras polinomiais, temos que 3x = 0 e x~ = x,logo

x@-x = x — x = (2x+2) = (2x+2) =

= 2(2X+2)(2X+2+1)((2X+2)2+2x+2+1)+2:
= (4x + 4)2x (4" + 8x + 4 + 2x) + 2 =

= (x+1)2x(x +2x+ 1+ 2¢) + 2 =
=(2x2+2x)(x2+x+1)+2:
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oxt 4+ 2% 4+ 2xF 4+ 2% 4+ 2% 4+ 2x + 2 =

2x% 4 2x 4+ 2%° 4+ 2x + 2%x° + 2x + 2 =

6x° + 6x +2 = 2

Pelo Teorema 2.5 em [21], temos que }_L3PC A D A,

Outros exemplos de aplicagdes, como para Logica Paraconsistente mbC, a

Teoria dos silogismos, etc, podem ser vistos em [21], [22] e [23] e [24].
2.1.8 - Logica de Primeira Ordem e Polindmios Infinitos

Os exemplos considerados e explorados limitam-se aos Calculos Proposicionais,
estando em aberto as extensdes deste método algébrico do RPC para as Logicas
quantificadas. No caso da Logica de Primeira Ordem (FOL), como sugere Carnielli em
[21], a interpretacdo polinomial de LPC pode ser expandida para uma interpreta¢ao

2 : FOL— Z, [X], de modo que

i. Para cada constante ci, Q(A(ci)) = x°

ii. Q (VZA(Z)) = H x .

i=1
De (i) temos que cada A (c;) ¢ interpretado como uma nova variavel em Z,

ede (ii),temosque Q (3zA(z) = Q(=Vz-A@R) = 1 + H <1 + xf)
i=1

Interpretar formulas quantificadas em FOL (ou em Logicas de ordem superior)

como séries formais reduz as técnicas de prova a um ramo da Analise Funcional.
3 - Problemas em aberto e possiveis perspectivas

Baseado nas ideias acima expostas, apresenta-se a necessidade de se desenvolver

um Célculo com Anel de Polindmios para a Logica de Primeira Ordem, bem como as
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possiveis extensdes para Logicas de ordem superior. Um possivel caminho seria por
meio de um estudo das relacdes entre RPC e a Analise Funcional.

Como a Completude da LPC ¢ equivalente ao Axioma da Escolha, em termos de
Anéis de Polindmios, deve ser equivalente a algum resultado da Analise. Carnielli
conjecturou, conforme comunicacdo pessoal, que a Completude de LPC esteja
relacionada com alguma variacdo do Teorema de Hahn-Banach, que mostra que todos
funcionais lineares definidos em um subespaco de determinado espago vetorial podem
ser estendidos a todo o espago. Portanto, ¢ de grande interesse o estudo do(s)
possivel(is) principio(s) de polindmios que garantem a Completude da Logica de
Primeira Ordem, no referido contexto.

Em recente tese de Doutoramento junto a Universidade Estadual de Campinas
(2013, [35]), Mariana Matulovic, sob orientagdo de Carnielli, definiu uma versao da
Légica de Primeira Ordem (LPO) nas formas sintitica e semantica, supondo que a
no¢do de consequéncia sintdtica seja caracterizada pela nocdo de consequéncia
semantica. Define um dominio de séries formais generalizadas por produtos (SGP),
que generaliza a no¢do de polindmios finitos e infinitos. Deste modo, torna-se possivel
traduzir as féormulas da LPO em SGP, na qual se reduz a satisfatibilidades logica a
prova finitdria, com elementos infinitos. Como a LPO considerada ¢ correta e
completa, conclui-se que a derivabilidade logica ¢ caracterizada pela solubilidade
algébrica em SGP. Deste modo, Matulovic define a LPO em uma versao polinomial (ou
polindmica) e demonstra os teoremas de correcdo e completude (fraca e forte) para o

sistema.’

8 Gostaria de expressar meus sinceros agradecimentos a Walter Carnielli ¢ a Mariana Matulovic pelas informagdes
sobre os mais recentes resultados na referida area de investigacdo. Registre-se, todavia, que quaisquer imprecisdes na
exposi¢do devem ser a mim imputadas. Segue uma sinopse da tese de Matulovic:

Capitulo 1: Apanhado historico acerca do desenvolvimento dos polindmios, culminando com uma analise sobre as
inter-relagdes entre logica e algebra e, consequentemente, sobre a algebrizagdo da 16gica. Além disso, introduz-se os
conceitos primordiais a respeito do método de anéis de polindmios e sdo delineamos alguns dos resultados ja obtidos
na aplicacdo do método ao Célculo Proposicional Cléssico e ao fragmento monadico da Logica de Primeira Ordem.
Capitulo 2: Dedicado as Logicas da Inconsisténcia Formal (LFIs) e alguns avangos no ja obtido por Carnielli para as
logicas mbC e mCi, definindo versdes polindmicas para as seguintes LFIs: bC, Ci, mbCe, mCie, bCe, Cie ¢ LFII.
Ademais, apresenta-se algumas melhorias as apresenta¢des polinomiais para os sistemas mbC e mCi.

Capitulo 3: Aplicabilidade no método de anéis de polindmios em sistemas logicos cujas semanticas sdo ndo-
deterministicas.

Capitulo 4: Investigagdo da perda da verofuncionalidade em sistemas n-valorados que foram reduzidos em
bivalorados, pela chamada Redugédo de Suszko.

Capitulo 5: Definigdo da Logica de Primeira Ordem (LPO) em uma versdo polindmica, onde os quantificadores estao
fundamentados em uma nova estrutura algébrica, denominada dominio de séries generalizadas por produtos (SGP)
que permite operar com somas € produtos infinitos.
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Evidencia-se deste modo, a riqueza de possibilidades que o Método de Calculo
com Anel de Polindmios propicia para o estudo e andlise de diversos problemas em

Logica e Matematica.
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Carnielli. Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de Filosofia
e Ciéncias Humanas.
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