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Resumo: A logica I1, um sistema trivalorado de carater fracamente intuicionista, foi introduzida,
via sistema axiomatico (Hilbertiano) em 1995 por Sette e Carnielli. O presente artigo tem por
objetivo apresentar esse sistema em um formalismo loégico em Calculo de Sequentes, denominado
de GII1, o qual se apresenta como um sistema de prova de teoremas, caracterizado como um
algoritmo, sendo mais aplicavel do ponto de vista computacional, por meio da dualizagdo do
sistema de tableaux analiticos TI1. Ademais, ¢ apresentado a equivaléncia dedutiva entre o
sistema de sequentes GI1 com o sistema Hilbertiano I1.

Palavras-chave: Logica intuicionista. Logica I1. Calculo de sequentes.

Abstract: The logic 11, a three-valued system with an weak/ly-intuitionistic character, was
introduced by Sette and Carnielli in 1995 via axiomatic (Hilbertian) system. The aim of this paper
is to present this system in a logical formalism by sequent calculus, called GI1, which presents
itself as a theorem proof system, characterized as an algorithm, being more applicable from a
computational point of view, by means of the dualization of the analytical tableaux TII.
Furthermore, the deductive equivalence between the sequent system GI1 and the Hilbertian
system I1 is presented.

Keywords: Intuitionistic logics. Logic I1. Sequent Calculus.

Introduciao

A Teoria da Prova, que pode ter sua origem associada ao Programa de Hilbert,
desenvolvido pelo matematico alemdo David Hilbert (1862-1943) no inicio do século
XX, onde apresentou a proposta de que toda a Matematica deveria ser fundada em
principios axiomaticos, constitui-se atualmente uma importante area da Logica. A Teoria
da Prova atualmente ¢ de extrema importancia para a Teoria da Computagdo, a qual
apresenta na subarea de Prova Automatica de Teoremas, segundo Silva, Finger ¢ Melo

(2017, apud SANTOS, 2010), o desenvolvimento de programas de computador com o
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Um calculo de sequentes

objetivo de mostrar que uma determinada sentenca ¢ uma consequéncia loégica de um
conjunto de sentencas. Inicialmente voltados para solucionar problemas estritamente
matematicos, recentemente, os provadores sdo utilizados em varias dareas do
conhecimento, como, por exemplo, Engenharia, Ciéncia da Computagdo e Ciéncia Social.

O matematico e logico alemdo Gerhard Gentzen (1909-1945) apresentou um
importante marco para a Teoria da Prova, quando em 1935 motivado por produzir
demonstragdes meta-matematicas, a fim de eliminar a crise pela qual a Matematica havia
sido afetada devido ao surgimento das antinomias da teoria dos conjuntos, introduziu
sistemas de provas alternativos aos axiomaticos, denominados Deducdo Natural e Célculo
de Sequentes, os quais eram caracterizados por admitir o principio das subférmulas.
Segundo Gentzen (1969) pretendeu-se “elaborar um formalismo que reflita tdo exato
quanto possivel o efetivo raciocinio 16gico envolvido nas provas matemadticas”. Ademais,
os sistemas desenvolvidos por Gentzen consistiam em demonstrar a validade de um
argumento de uma maneira usualmente mais rapida, apenas trabalhando com regras em
métodos finitarios.

Uma das principais variantes do célculo de sequentes, a saber, os sistemas de
tableaux, surgiram das provas de completude para o calculo de sequentes sem cortes, €
foram descobertos independentemente em meados dos anos 50 pelo filoésofo e logico
holandés Evert Willem Beth (1908-1964), pelo filosofo e 16gico finlandés, Kaarlo Jaakko
Juhani Hintikka (1929-2015), dentre outros (cf. Sundholm, 1983, p. 180). O sistema dos
tableaux, também conhecido como arvores de refutagao, um método de dedugao indireta,
ou redugdo ao absurdo, ¢ utilizado para verificar a validade de um argumento. Um tableau
também pode ser definido como uma arvore ordenada diddica. Ressaltamos que neste
trabalho, adotamos o termo original do francés tableaux, por esta razao utilizaremos duas
formas de escrita, a saber, tableau quando nos referirmos ao singular e tableaux para o
uso no plural.

A légica cléssica ¢ compreendida pelo calculo de predicados de primeira ordem
com identidade e simbolos funcionais, com caracteristicas a obediéncia aos principios
logicos classicos. O numero de aplicagdes para a logica classica ¢ enorme, porém, em
alguns casos ela ndo ¢ adequada. E para esses casos, surgiram as ldgicas nao classicas,
como o sistema I1, o qual abordamos em nosso trabalho.

A légica I1, apresentada por Sette e Carnielli (1995), foi criada a partir da
Semantica de Sociedades, de modo que € um tipo de construcdo légica, introduzida em

Carnielli e Lima-Marques (1999), a qual permite obter novas logicas a partir da
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combinagdo dos agentes, i.e., das valoragcdes de uma logica ja existente. Esta abordagem
situa-se em uma 4rea de estudo relativamente nova dentro da ldgica, a qual estuda
combinagdes entre diferentes sistemas logicos. O sistema I1 ¢ apresentado como uma
logica paracompleta, fracamente intuicionista, isto ¢, a lei do terceiro excluido, A V =4,
ndo ¢ valida (a partir da defini¢do de disjunc¢do do sistema), e trivalente, o qual apresenta
além dos valores de verdade cléssicos T e F, o valor de verdade F*, que pode ser
interpretado como “falsidade por falta de evidéncia positiva”. Possui um carater
intuicionista no sentido de, por exemplo, = = A — A, em sua forma atomica, ndo ser uma
tautologia em I1 e ¢ maximal com relag@o ao calculo proposicional classico. Abordaremos
na Secdo 1 mais detalhadamente como a logica I1 ¢ apresentada.

Santos e Silvestrini (2021), introduziram o sistema I1 em um sistema de tableaux
analiticos, denotado por TI1, onde ap6s a criacdo das clausulas de fechamento e regras de
expansdo do sistema, ¢ demonstrada a equivaléncia dedutiva entre o sistema axiomatico
I1 e o sistema de tableaux TII, através de uma prova semantica, utilizando o seguinte

caminho:

Arpe © AbFgy o

! T
Abry @

onde denota-se por i, Fgpq € 11, E€Spetivamente, a consequéncia logica (sintatica)
do sistema axiomatico (Hilbertiano) da l6gica I1, a consequéncia semantica de I1 e a
consequéncia analitica do sistema de tableaux TIl, em que ¢ ¢ a respectiva
consequéncia a partir de um conjunto de férmulas A, e a seta para baixo e a seta para
cima do diagrama anterior, mostram as passagens originais do tralhalho de Santos e
Silvestrini (2021). Tal sistema sera apresentado na Secao 2.

O objetivo central deste artigo serd introduzir a logica trivalente e intuicionista I1
através do Célculo de Sequentes. Para isso, utilizaremos o método de dualizagdo de um
sistema de sequentes a partir de um sistema de tableaux analiticos, para logicas
proposicionais polivalentes de n valores ldgicos, conforme apresentado por Carnielli
(1991). Desse modo, introduziremos, na Se¢do 3, o sistema de sequentes GI1, a partir da
dualizag@o com o sistema de tableaux TI1, estabelecendo as regras e axiomas do sistema
proposto, e apresentando, de modo original, a equivaléncia dedutiva entre o sistema GI1

e o sistema I1, através de uma prova sintatica de corre¢do e completude.
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1. A légica intuicionista e trivalente I1

A logica I1, apresentada por Sette e Carnielli em (1995), como uma logica
paracompleta e fracamente intuicionista, isto ¢, a lei do terceiro excluido, A V =4, ndo ¢
valida a partir da definicdo de disjuncdo do sistema. Além disso, este sistema ¢
trivalorado, o qual apresenta, além dos valores de verdade classicos T e F, o valor de
verdade F*, que pode ser interpretado como “falsidade por falta de evidéncia positiva”.
No ambiente semantico desta logica, somente o valor T ¢ distinguido. No ambiente
matricial, adotaremos as valoracdes 1, /2 e 0, para T, F*e F, respectivamente.

O sistema I1 possui um carater fracamente intuicionista no sentido de, por
exemplo, = = A — A, em sua forma atdmica, ndo ser uma tautologia em I1 e ¢ maximal
com relacdo ao calculo proposicional cldssico, no sentido de que ao adicionarmos aos
seus axiomas qualquer tautologia classica que ndo seja uma Il-tautologia, o sistema
resultante colapsa com o calculo proposicional classico. Neste sistema todos os axiomas
do bem conhecido sistema de Heyting para a ldgica intuicionista sdo validos e pode ser

caracterizada, axiomaticamente, da forma como veremos a seguir.
1.1 Sintaxe para a logica 11

Introduziremos a sintaxe, segundo Carnielli e Lima-Marques (1999).
Esquemas de Axiomas

1. A-(B—- A)

(A—>(B—> C)) - ((A—> B)—->(A- C))

(w=2A->-B) » ((n=4-> B)->-4)

- (A->B) - (A- B)

el A

E a Modus Ponens (A, A - B F B ) ¢ aunica regra de inferéncia do sistema.

1.2 Semdntica da logica 11

O sistema I1 apresenta como conectivos primitivos — e — . Dessa forma,
podemos definir a expressdo matricial desse sistema da seguinte forma: 11 = <{1, '%, 0},

{_)7 _'}a {1}>9
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em que os valores de verdade sdo 1, /2, 0, dos quais apenas o valor 1 ¢ distinguido.

Assim, seguem as interpretagdes, em matrizes desses operadores basicos da I1.
De modo usual, o operador bindrio A — B (assim como os operadores AAB e AV B)
adota A como um elemento da primeira coluna a esquerda e B como um elemento da
primeira linha do topo da tabela a seguir. No sistema I1, segundo Carnielli e Lima-
Marques (1999), € possivel definir uma negagdo fraca =4 =4 A > = A, a qual
apresenta todas as propriedades da negagdo classica. E pode ser definida a conjungao
AAB e a disjungdo AVB para o sistema I1 como se segue:

AAB =g ~(A>3B); AVB =4 = (54> B).

210 -1 1]1%]0 210 AlT1T]1%]0 v i1]%]0
-]0]0 1 [1]1]0]0 S ] 0111 11 1]0]0 I 1 ]1]1
Vol 1 |11 210 0l 1% 1 0

O] 1|11 010 0O 101 0

Para esta semantica, ¢ demonstrada a adequacao, i.e., os metateoremas de correcao
e completude, acerca do sistema axiomatico I1, apresentada por Carnielli e Lima-

Marques (1999).

2. A légica I1 em um sistema de tableaux

Nesta se¢do, abordaremos o método dos tableaux analiticos para a logica I1,
denotado por TI1, apresentando as regras de expansao e cldusulas de fechamento.

O sistema TI1, introduzido pelos autores em Santos e Silvestrini (2021), foi
apresentado como um formalismo l6gico alternativo ao método axiomatico (Hilbertiano)
seguindo a formulagao proposta por Smullyan (1968).

As regras de expansao para TII sdo classificadas em quatro tipos, de acordo com
as suas ramificagdes, o que difere do tableau classico, em que as férmulas podem gerar

no maximo dois ramos distintos. Deste modo, temos quatro tipos de formulas em TI1:

e Formulas do tipo a: sdo formulas em que suas consequéncias sdo diretas, i.e.
permanecem no mesmo ramo, nao havendo ramificacdes.
e Formulas do tipo B: neste caso, as consequéncias bifurcam em dois ramos,

gerando dois ramos distintos.
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e Formulas do tipo y: sdo formulas com consequéncias indiretas e geram
ramificagdes com trés ramos distintos.
e Formulas do tipo &: sdo formulas com consequéncias indiretas e geram

ramificagdes com quatros ramos distintos.
2.1 Clausulas de Fechamento TI1

Defini¢ao 2.1. (Ramo fechado em TI1). Um ramo no sistema TI1 ¢ fechado quando uma
mesma férmula A possui valores distintos neste mesmo ramo, ou seja, quando uma das
trés seguintes situagcdes ocorrer:

1. 1A e 2A

il. 1 A e 0A(clausula cléssica);

iii. A e OA

Ou ainda quando ocorrer o seguinte caso:
iv. encontramos uma férmula o, sendo o uma proposicdo composta formada

pelos conectivos —, =, A ou V, com valor Y.

Observacio 2.1. Simbolizamos o ramo fechado colocando o simbolo ‘X’ no final do
ramo, seguido das informagdes (a, b) para os casos (i), (ii) e (iii), onde a e b sdo as linhas
que ocorreram os valores distintos para o fechamento do tableau. Ou ainda, o simbolo ‘X’
seguido de qual conectivo com valor 'z foi o responséavel pelo fechamento do ramo, pois

temos [z =], [V2 =], [/2 A] e [/2 V] como Clausulas de Fechamento pelo caso (iv).
2.2 Regras de Expansao TI1

Uma vez definidas as clausulas de fechamento do sistema TI1, os autores, em
Santos e Silvestrini (2021) apresentam as regras de expansdo para esta logica, as quais
estdo classificadas de acordo com seus respectivos operadores:

Condicional
S, 1(A- B) S, 0(A—-B)

S,04) | S, 1/2(4) | S, 1(B); 72] S, 1(4) | S, 1(4) ’
S, 1/2(B) | S, 0(B)

[T1]

Negacio
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S, 1(=A) S, 0(=4) _
3 2@ "™ 7@ s 12
Conjuncao
S, 1AAB) S, 0(AAB) |
5l =<=3@ 0 M so@m s 1z 15 0@ 15 128
s, 1(B)
Disjuncio
oy S lave S, 0(AV B)

S, 1(A) | S, 1(B)’ S, 0(4) | S, 1/2(A) | S, 0(A) | S, 1/2(A)°

S, 1/2(B) | S, 1/2(B) | S, 0(B) | S, 0(B)

Como ndo existe a valoragdo > para nenhum operador nas matrizes logica 11,
definidas por Carnielli e Lima-Marques (1999), entdo ndo ha regras de expansdo para as
mesmas, uma vez que quando ocorrer esta situacdo no tableau, fechamos imediatamente
o ramo. Por isso definimos tal situagdo como clédusula de fechamento, conforme Defini¢ado
2.1, item (iv).

O sistema TI1 ¢ demonstrado ser adequado, i.e., os metateoremas de corregdo e
completude, acerca do sistema axiomatico 11, sdo apresentados em Santos e Silvestrini

(2021).

3. A légica I1 em um sistema de sequentes

Nesta se¢do consta o escopo de nosso trabalho, no qual apresentaremos um
formalismo 16gico em sistema de sequentes para a logica trivalorada I1, exposta na Se¢ao
1 em formato axiomatico (Hilbertiano), tal como introduzida por Sette e Carnielli (1995).
Ademais, Carnielli (1991) defende que por vezes ¢ mais interessante trabalhar com
sistemas de sequentes ao invés de formulagdes em tableau.

Dessa maneira, apresentaremos, de modo original, as regras para esse sistema de
sequentes, o qual denotaremos por GI1, as quais foram desenvolvidas a partir do processo
de dualizacdo de um sistema de sequentes a partir de um sistema de tableaux, apresentado
por Carnielli (1991), para logicas multivaloradas, contudo, agora adaptado com os

resultados para a logica I1 trivalorada.
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3.1 O sistema GI11

Definic¢do 3.1. (Sequente). Sejam 04, 04/, , @4 conjuntos de sentengas da logica I1, onde
os indices {0, 2, 1} representam os valores logicos presentes no sistema logico, sendo
{1} o tnico valor distinguido e {0, 2} os valores ndo distinguidos. Um sequente ¢ um

objeto logico apresentando a seguinte forma de derivagdo:
0; = 0, V 0

O simbolo V ¢ utilizado como dispositivo mnemonico, o qual pode ser omitido.
Usaremos I' para representar ©; , contendo as formulas com valoragdo 1
(distinguido), A para representar 04, , contendo as formulas com valoragdo 'z, € X para

representar 0, contendo as formulas com valoragdo 0.

Trabalharemos entdo, no sistema GI1, com o sequente da seguinte forma:
= AZ

Defini¢ao 3.2. (Sequente Valido). Um sequente ¢ valido se, para cada valoragdo v de 11,
temos valido: (Vx€©,) w(4) =1) , implica em (IA€0,,) W) #1/2) A (A€

0,y) (v(4) # 0).

Defini¢do 3.3. (Suporte do Sequente). Dado um sequente S: ©; = 04/, V 0,

definimos o Suporte de S, denotado por Supp (§), como o seguinte conjunto:
Supp (S) = Up<i=1{a;(4): A € A;}

ou ainda: Supp (S) = {a,(A):A € 0,3} U {a;/,(4):A € 0,,,} U {ayg(4):4 € 0,}.
Se ® ¢ um conjunto de sentenc¢as marcadas, dizemos que @ ¢ satisfativel se existe
uma valoragdo v em I1 tal que (v(A4) = i) se, e somente se a;(A): A € ®. A partir disso,

Carnielli (1991) demonstra o seguinte resultado:

Lema 3.1. Um sequente S: ©; = 0/, V 0, ¢ valido se, ¢ somente se, Supp (S) ndo

¢ satisfativel.
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Conforme apresentado por Carnielli (1991), em um sistema de sequentes para

logicas polivalentes, podemos ter regras e axiomas, dos seguintes tipos:

e Axiomas de sequentes proprios.
e Axiomas de sequentes ndo proprios.

e Regras de sequentes.

Os axiomas de sequentes proprios para o sistema GI1 sdo dados por (2)

sequentes, ou seja, teremos trés axiomas de sequentes proprios, obtidos adicionando uma

metavaridvel A, para representar sentengas, a todos os pares ©; € ©;, com i # j, do
conjunto {@1, 0, /2,90} respectivamente representado por {I, A, £}. Denotaremos a

unido de A em cada conjunto ©; por (0;, A). Utilizamos parénteses como dispositivos
mnemonicos, 0s quais poderiam ser omitidos, para evidenciar em qual conjunto 0;
adicionaremos a metavariavel A. Temos entdo, axiomas de sequentes proprios, da

seguinte forma:
[A1] (T, A) = (AA),Z; [A2] (TLA) = A (3,A); [A3] T=(A4),EA).

Observando os sequentes obtidos, podemos facilmente verificar pares de formulas
idénticas A, que garantem que os sequentes sejam validos, de acordo com Carnielli
(1991).

Verifiquemos os axiomas de sequentes ndo proprios para o sistema GI1, visto que
temos somente o valor 2 ndo presente nas tabelas semanticas dos conectivos do sistema
I1 (apresentadas na Secdo 1), e o valor %2 ¢ um valor ndo distinguido.

Ou seja, os axiomas de sequentes ndo proprios traduzirdo as clausulas de
fechamento de tableaux (apresentadas na Se¢ao 2, Defini¢do 2.1 (iv)), pois sdo 0s casos
em que certos valores l6gicos nunca ocorrem para um conectivo. Desse modo, teremos
axiomas da seguinte forma: ®; = 0;,, V 0, unindo K(A4y, ..., Ay,) com 04/, (ou seja,
com A), sendo K(A4, ..., A,,) a notagdo utilizada para o conectivo K envolvendo as

formulas A; a A,,.
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Como o sistema de tableaux TIl apresenta regras com o0s conectivos
{—, =, A, V} e em todos estes ndo temos o valor % nas tabelas, teremos os seguintes

axiomas de sequentes ndo proprios para o sistema GI1:

[A4] T = (A, —A),%; [A5]T = (A, A - B),%; [46] T = (A, AAB),%; [A7]T =
(A,AV B),X.

Por fim, obteremos as regras de sequentes do sistema GI1 diretamente das regras
de tableaux T1, T2, .., T8 (apresentadas na Secdo 2), as quais denotaremos,

respectivamente, por S1, S2, ..., S8.

T=A X A4):; T=(AA4),% (LB)=AY
(T, A> B) > A, X ’
(T,A) = (A B),%; ([,A)=A (I B)
T=A (S A- B) ;
[= A (3 A4)
(T, 2A)= A, 3’
([LA)=A3; TI'=(AA),Z
T = A (Z,—4) ’
(T, A, B)= A, X
(T, ANB)= A%’
I'=A G A); I'=(4A),%; I'= A (Z B); I'= (A B),X
T=A(, AAB) ’
TA) =A% [,B)=AZ
(T, AVB)= A, X ’
I'=(AB),(5A); TI'=({lAB),S T=AGCAB); TI'=(@A),GEB)
T=A (3, AVB), '

[S1]

[52]

[53]

[S4]

[S5]

[S6]

[S7]

[58]

Temos ainda, a regra de corte no sistema GI1:

[,A=A% TI'=(4A4),% TI'=AGA;

[Corte] TSAs

Tal regra do corte ¢ admissivel no sistema, mas desnecessaria, pelo teorema
apresentado a seguir. A regra do corte para sistemas de sequentes ¢ equivalente a regra do corte

para sistemas de tableaux, pois as demonstragcdes podem ser traduzidas passo a passo para o
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sistema de sequentes. Omitiremos a demonstragdo da eliminagdo de cortes para sistemas de

tableaux, por questdo de espaco, mas esta pode ser encontrada em Carnielli (1991, p. 63).

Teorema 3.1. (Eliminagdo do corte para sistemas de sequentes):

Qualquer uso da regra do corte no sistema de sequentes ¢ desnecessario.
3.2 Exemplo de deducdo no sistema GI1

Ressaltamos que quando os conjuntos I, A, ¥ do sequente I' = A, X forem vazios,
representaremos pelo simbolo @, para que possamos identificar quais formulas presentes
estdo unidas aos conjuntos 04, 0/, € Oy qual deles € vazio.

Apresentaremos como exemplo de demonstrag@o pelo sistema GI1 a seguinte

formula:

Exemplo 3.1. (A - (B- A))

[A1] [A2]
(A5 (A,B)= A,@ (A,B) = 2,A i52)

A= (B—A),o A= 2,(B— A)
= A—(B—A)

(52]

3.3 Equivaléncia dedutiva entre o sistema 11 e o cdlculo de sequentes GI1

Apresentaremos nessa se¢do a equivaléncia dedutiva entre o sistema 1,
apresentado por Sette e Carnielli (1995) em sistema axiomadtico (Hilbertiano), com o
sistema de sequentes GI1 introduzido nessa secdo, através do Teorema 3.2, bem como do
Lema 3.2 e Lema 3.3, onde utilizaremos a seguinte notacao:

A ;1 @: no sistema axiomatico (Hilbertiano) da logica I1, ¢ uma consequéncia logica
(sintatica) de um conjunto de féormulas A.

A 111 @: no sistema de tableaux TII, a féormula ¢ é consequéncia analitica de um
conjunto de formulas A.

A g1 @: no sistema de sequentes GI1, a formula ¢ € consequéncia por sequentes de um

conjunto de formulas A.

Lema3.2. AV @ = Abgp @
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Para mostrar que toda prova valida no sistema I1 possui uma respectiva prova
valida no sistema de sequente GI1, demonstraremos a seguir os quatro axiomas da logica
I1 e a regra Modus Ponens, a partir da prova pelo sistema de sequentes GI1. Ressaltamos
que algumas demonstrac¢des serdo apresentadas em partes, por conta do espaco. Usaremos
os simbolos #,, #,, -+, #, para indicar a continuidade do ramo em outro local a fim de

tornar a leitura possivel.

Axioma 1. gy (A - (B - A))

AB-ao' ) AB=so A
[A35] (A:5) =4, (4, 8)-.4, [52]

A= (B> A),2 A= 2,(B— 4)
o= o,(A> (B— A))

[s2)

Axioma 2. ¢y (A—)(B—> C)) - ((A—> B)->(A- C))

P e (A2)

(A,B) = 2,(C, B) e @B =BC | ABO=oC on
(A,(B— C),B)= 2,C o
#1

2] [A1)

(4, (B— C)) = @, (C, A) e (A, (B=C) =A,C #,
(A, (A= B),(B—C)= &,C
#2

(A,(A= B)) = @, (C, A) " G B)) = A,C :'4 #2
(A5 (B—=C),(A=B),A)=2,C
#3

(A1)

(A,B,(A—-B))=C,B o (A,B,(A—B))= (C,B),  (A,B,(A—=B),C)=Co ::
(A, (A—=B),(B—=C),B)=C,2 o

#a

o

(A, (B=C)=C,A = (A, (B=C)) = (C,A),2 L #,
(A,(A=B),B=0C)=C,2
#s

1]

GRS =0a @ @Easo=oas ™ #s
(A= (B—=0C),(A—=B),A)=C2
#o

n

(A5 #l} #3
(A= (B—=0C),(A=B)=(A=0)2 = (A=-B—-0C),(A=B)=2,(A->0)
(A= (B—=0C)=92,(A—=-B)—=(A=0)

#r

nw
) )

(A=-B—=C)=(A=B) = (A=0C),2 b o
=22 (A= (B-0C)—=((A—=B)—=(A—=0))

u
- Nv
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Axioma 3. gy (= =2A—>=B) - ((—|—|A—> B)—>—|A)

—_— (a3
2= A (A A)

[ [Ad
SA=>AA T 2=(A04),4
7= A, (-—AA) o G
—_— 1 (s3] _ Al
—A= A, A 2= (A,-4), 4
2 = A, (-A,—A) o
#1

—_  [A3)
2= A,(B,A) __ )
[s3) (A4
-A=A,B 2= (A-A),B

e 2= A (-AB)

—— V' V' | —_— (s3]

#1 2= (A,nA),-A -B= A,--A (s1)

(-mA—=-B)= A, A o

#2
—_ [A3)
B= A A e s s
[s3) [A4q) —_ (A2
(B,mA)= A2 B= (A,-A),2 B= AB 5
B=A,-A ‘

o

B=(A A2  (B-B=A®s _
S

(——A—= -B),B) = A, 2 :

#3
e —
(4,5) = 2.4 [s3) [A4) — (a7
(AB-A)=>00  (AB=-Ap _ e _AB =8B
(A,B) = @, A (A.B)=> A2 (AB-B)=w.0 _
(A,(—A—=-B),B)= 2,2 o
#4

(42)
(A, (~—A—=-B) =2, A

(A, (mA— —\B), —lA) = 9,9 = (A, (mA — ﬂB)) =A@ :j e
(A, (—|—|A — —lB)) = 9, A o (A, (ﬂﬂA — ﬂB)) = ﬂ—«A,Z o #4 T
(-—A = -B),(-—A = B),A) = 2,2 o
#s
[Ad]
#2 (A -B) = (AA) 2 #5
#s ((-—mA—=-B),(—mA—=B))= A2 sal o
((-mA—=-B),(—mA—=B)=2,- A o
#6
[A4)
g (A B (A B) = -AB  #
(—mA—=-B)=((—mA—=-B)=-A),9 c

(——A — —lB) =g, (A= B) - A) e ‘
= 2,((--A—=-B) = ((—A—=B)—=-A4) o
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Axioma 4.+ - (A—->B) - (A- B)

Z=mA ') AsEA s | (ABSED ‘: ”
(A,(A—=B))= B,2 ’ A= (B,(A—=B)),2 4
A= B,~(A—=B)
(——(A—=B),A)= B,@
#1

s4)

53

A2 A P —{ [ G ]

A= @,(B,A) A= AB A (AB)=®,B
(A,(A—=B))=92,B ’ A= (A— B),B
A= 2,(B,~(A—= B))
(-—(A—=B),A)= 2,B

A5

sS4

53

2
e #1 #2 -
-—~(A—-B)=(A—=B),s  --(A—=B)=g,(A—=B) -
= a,(-~(A— B)—= (A— B)) o
Regra Modus Ponens. A, (A - B) ¢ B
[A2] [A1] [A1]
A=2,(B,A)  A=AB (A B)=2,B

s1)

(A,(A—=B))= 2.B

Lema3.3. Avrgu @ = Al @

Para mostrar que toda prova valida no sistema GI1 possui uma respectiva prova
valida no sistema de sequente TIl, demonstraremos a seguir os axiomas e regras do
sistema de sequentes GI1, a partir da prova pelo sistema de tableaux TII.

Nos axiomas [Ai], com i = {1,2,...,7}, para o sequente na forma I' = A, I existe
uma prova Il onde pelo sistema de tableaux sera demonstrado que

(AgN AN o ANAY) B (BLV By V.u.VBy) V (CLV G V..V Cy)
¢ valido, onde temos que I' = {Ay, 43, ..., Ap}, A = {By,B,, ..., B} e £ = {C,, C,, ...,Cp}

sdo multiconjuntos finitos de formulas.

Mostremos para [A1], que o sequente gera um tableau fechado.

[A1] (T,A) = (4, A),2
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1 1T
2 15
3 %«Avaz)
:
[3V] em 3
KE
1&

0(AV A 3 (AvaA) 0(AV A 1 (AVA)
| I | |
iz %F 0% OF
0A 1A 0A 1A X 0A 1A 0A 1A ¥
I [3V] em 4 I [3V] em 4
1A 1A 04 04 1A 1A 04 0A
I I
X X X X X X X X

(2e7) (2e7) (2e7) (2e7) (2e7) (2e7) (2e7) (2e7)

Mostremos para [A2], que o sequente gera um tableau fechado.

(IA) = A, (Z,4)

ot

|

1 1T

2 1IA

3 1 (Av(|EvA))
:

[AV] em 3

1T

|
1A

|
0 (AV(TV A))

Oﬁ aA Oﬁ %ﬁ
1(Eva) L (=Eva) 0(XVA) 0(XVA)
| | o —
X X 0L 3¥ 0X iX% 0L i¥ 0X i
[Vlem5 [3Vlems | | | | I
1A 14 04 o4 1A 14 04 o4
I N
X X X X X X X X
(2e7) (2e7) (2e7) (2e7) (2e7)(2e7) (2e7)(2e7)
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Um calculo de sequentes

Mostremos para [A3], que o sequente gera um tableau fechado.
[A3] T'= (4,4),(Z,A4)

1 1T

|
2 L((AvA)Vv(ZVA)
|

X

[AV] em 2
1 AR
\
2 0 (AVAV(ZVA)
3 0(AVvA) 1(Av4 0(AVA) 3 (AVA) [T8 em?2
| | | |
4 3 (El\/ A) 3 (Zl\/:‘l) 0(XVA) 0 (Z‘V A)  [T8] em 2
5 X X 0A sA X [T8]* em 3
[%\/] em 4 [%\/] em 3 | | [%V] em 3
6 3A 3A [T8]* em 3
7 0 ix 0% iz [T8]** em 4
. .
8 0A 04 04 04 [T8]** em 4
. .
X X

* Observemos que a regra [T8] gera ramificagdes com 4 ramos distintos. Porém,
como na linha 5 e 6 da prova apresentada a regra esta sendo aplicada na formula (A V A),
localizada na linha 3, i.e., temos a formula A U A, onde temos que v(A) = 1/2, para a
formula A unida a A; dessa forma, na prova acima, denotamos a regra como [T8]" e
consideramos somente dois ramos, onde temos v(A4) = 1/2, desprezando os outros dois
ramos onde v(4) # 1/2.

** De forma analoga a observacao anterior, temos na linha 7 e 8 uma regra sendo
aplicada na formula (2 V A), localizada na linha 4, i.e., temos a formula A U £, onde
temos que v(A) = 0, para a féormula A unida a X; dessa forma, na prova acima,
denotamos a regra como [T8]** e consideramos somente dois ramos, onde temos v(A) =
0, desprezando os outros dois ramos onde v(A4) # 0.

Uma alternativa para esses ajustes, seria adaptarmos as clausulas de fechamento
dos tableaux para esse caso em que ja temos a valoragdo de certa formula por estar unida
ao A ou ao X. Todavia, por uma questdo de espago, optou-se por adotar esta

particularidade de tais regras, uma vez que pela forma apresentada, as regras com *
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desprezam os ramos em que ha uma valoragdo/fungdo atribuindo valores distintos

daqueles que a propria premissa do sequente apresente.

Mostremos para [A4], que o sequente gera um tableau fechado.

Observemos que uma prova em tableau apresenta todos os ramos, com todas as
valoragdes possiveis das formulas em questdo. Dado que na prova apresentada a seguir,
a formula (—A) esta unida a A, temos que quando (—A) U A teremos v(=A4) = 1/2.
Dessa forma, podemos desconsiderar os ramos da regra [T8] em que v(—A4) # 1/2,
denotando tal regra por [T8]*. O mesmo acontecerd nos axiomas [A5], [46] e [A7]

apresentados a seguir, para as formulas (A — B), (A A B) e (A V B) com valoragao .

[44] T = (A, —A), 2

X
[3V] em 2
1 1T
|
2 0 ((AV(mA)VY)
3 0 (AV (—A4)) 2 (AV (=4)) 0 (AV(-A4)) 2 (AVv(=A)) (T8 em 2
| | | |

4 % X %2 0% O|Z [T'8] em 2
5 0A 1A X 0A 1A X [T8]* em 3

| \ [5V] em 3 \ \ [AV]em 3
6 %(—\\4) %(—\4) %(ﬂA) %(TA) [T8]* em 3

X X X X

[-]em 6 [3—-] em 6 [3-]em 6 [3-]em6

Mostremos para [A5], que o sequente gera um tableau fechado.

[A5] T = (A, (A - B)),x
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1 1T
|

2 3 (Av(A—=B)VvY)
|

X
(V] em 2
1 1T
9 0 (AV(A— B)VY)

3  0(AV(A— B)) 1(AV(A—=B) 0(AV(A— B)) L (AV(A—B)) [T8]em 2
| | | |

4 3z §|z: 0% 0|z: [T8] em 2
5 0A 3 A X 0A 1A X [T8]* em 3
| | [AV]em 3 | | [AV] em 3
6 3(A-B) (A-B) $(A>B) §(A-B) [T8]* em 3
| | | |
X X X X
[ =>]em6 [ —]em6 [5—]em6 [ —]em6

Mostremos para [A6], que o sequente gera um tableau fechado.

[46] T = (A, (AAB)),X

1 1T
2 1 ((AV(A:/\ B))VY)
[%V]im 2
1 1T
2 0 ((AV(A/\B))VE)

3 0(AV(AAB) L(AV(AAB)) O0(AV(AAB) L (AV(AAB) (T8 em?2
| | | |

4 3% %IE 0x olz [T8] em 2
5 0A 3 A X 0A 3 A X [T8]* em 3
| | (3V] em 3 | | [3V] em 3
6 3 (A|/\ B) 3 (A|/\ B) 5 (Alf\ B) 3 (f‘ll/‘\B) [T8]* em 3
X X X X
[3A]em 6 [3A] em 6 [3A]em 6 [3A] em 6

Mostremos para [A7], que o sequente gera um tableau fechado.

[A7] T = (A, (AVB)),X
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|
2 0 (AV(AVB))VE)

3 0(AV(AVB) 1(AV(AVB)) O0(AV(AVB) L(AV(AVB)) (T8 em2

| I | |

4 32 5 IZ 0% 0% [T8] em 2
o —_ |

5 0A 3 A X 0A 3 A X [T8]* em 3
| | [AV]em 3 | | [Av] em 3

6 3(AVB) 3 (AVB) 3 (AVB) 3 (AVB) [T8)* em 3
| | | |
X X X X

[3VIem 6 [3V] em 6 [3V]em 6 [3V] em 6

Mostremos agora as regras de sequentes do sistema GI1, para o sequente na forma
['= A X existe uma prova Il onde pelo sistema de tableaux sera demonstrado que
(AgAN AN o NAY) B (BLV ByV.u.VBy) V (CiV G V..V () € vilido, onde
temos que I'={Ay, A, .., 4.} , A={By,By ...Bn} ¢ Z={C,C,, ..., Cp} sdo
multiconjuntos finitos de formulas.

Assim, temos para as regras de sequentes na forma:
S/, 5/, -+, 5[0y
S/K(Al'AZ' 'Am)

sendo S/K(A,,A,, -+, A,;,) um sequente, que contém o conectivo K utilizando as
formulas A,a A,,, da seguinte forma
(01, K(A1,4;,+,4)) =04,V O,
se a valoragdo i do conectivo k for distinguido. Ou ainda:
0, = (@1/2,1((,41,,42, ---,Am)) VO, ou 0, =0y, V (0, K(Ay, Az -+, Ay))
se a valoragdo i do conectivo k for ndo distinguido.

Onde temos que, se existem os sequentes S/Q4,S/Q,,-+,S/Q,. que geram

tableaux fechados, teremos o sequente S/K (A4, A5, -+, A;,) como um tableau fechado.

192 Kinesis, Vol. XV, n° 38, julho 2023, p. 174-206



Um calculo de sequentes

'=AEA); I'=(A4).%; (T,B)= A
(T A-»B)=>AZX

Mostremos para a regra [S1] , que se existem

os sequentes ' = A, (Z,4); T = (A, A),Z; e (I, B)= A, X que geram tableaux fechados,

teremos o sequente (I, A - B) = A, X como um tableau fechado.

i) T= A, (T, A)

1 1T 1 1T
| l
2 % (AV(ZVA) 2 0 (AV(ZVA)
| R
X 3 0A 1A 0A 1A [T8] em 2
[3V] em 2 | | | |

4 1(SVA4) L(ZVA) 0(SVA) 0(SVA) [T em 2
| | | |
X X #1 #2

AVlem4 [iV]em4

#1 #2

5 0X 1¥X 0% 3% 0X 3% 0X iX [T8em4
| | | | | | | |

6 A 3A 0A 0A 1A 1A 0A 0A [T8 em4

| | I | | | | |

X X X b X X X X
i) T= (A 4),5
1 i B 1 1
|
2 1 (a V|A)\/E) 2 0 (AVA)VYE)
X 3 0(AVA) 1(AvA) 0(AVA) 1(AVA) [T8em?2
[%V] em 2 | | | |
4 %IE %IE OIZ OIZ [T8] em 2
#1 X #2 X
[1V] em 3 [AV] em 3
#1 #2

5 ()|A §|A O|A §|A 0|A §|A 0|A %IA [T8] em 3

6 3A A 0A 0A 14 1A 0A 0A [T8em3

X X X X X X X X

i) ([,B)=A,X
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1 1T 1 1.7
| |
2 1B 2 1.B
| |
3 1 (A|\/E) 3 0 (AVY)
X 4 0A 1A 0A LA [IT8lem3
[iV]em 3 | | \ ]

i¥ 1% 0X 0X [I8]em3

| | | I

X X X X

ot

Em (i), (ii) e (iii) temos todos os ramos fechados pela hipotese da regra [S1]; desta
forma, mostraremos que, tendo as provas por tableaux dos sequentes apresentados, temos

um tableau fechado para o sequente (I, A - B) = A, L.

1 LI 1 1T
| |
2 1 (A—B) 2 1 (A— B)
| |
3 1 (AvY) 3 0 (AVY)
| s
X 4 0A 3/ 1B [T1] em 2
[%V] em 3 S p— —
5 0A JA0A A 0A 1A 0A 1A 0A JA0A JA  [T8 em3
6 1BLlBOBOB 1B 1B 0B 0B iBIBOB0OB  [T8 em3

I I [ A

X X X X X X X X X X X X

(r A)=(AB)E;, (TLA)=AEB)
I'=A,(%,A-B)

Mostremos para a regra [S2] , que se existem o0s

sequentes (I'A) = (A, B), Z; ¢ (I A) = A, (Z, B) que geram tableaux fechados, teremos

osequente ' = A, (£, A = B) como um tableau fechado.
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Um calculo de sequentes

1 1r 1 LE
| |
2 14 2 1A
| |
3 1 ((AvB)VvY) 3 0 (AVB)VY)
| -
X 4 0(AvB) 1(AvB) 0(AvB) L(AvB) [T8em3
[3V] em 3 | | | |
5 3T ;T 0% 0% [T8] em 3
| | | |
#1 X #o X
[Av] em 4 [1v] em 4
#1 #2
6 0A $A 0A 3A 0A 1A 0A 1A [T8em4
| | | | | | | |
7§ %lB §|B OlB OlB %IB %IB 0|B 0|B [T8] em 4
X X X X X X X X
i) (T,A) = A, (E,B)
1 1r 1 ir
| I
2 1A 2 1A
| I
3 1 (Av(ZVvB) 3 0 (AV(XZVB))
| = o
x 4 0A 1A 0A 1A [T8] em 3
[1v] em 3 | | | |
5 1(XEvB) i(ZvB) 0(EXVvB) 0(EVB) [I8 em3
| I | |
X X #1 #o
AVliem5 [iv]em5
#1 #2
6 02 1% o%X 1% 0% 1% 0% 1% [T8em5
| | | | | |
7 1B 3B 0B 0B tB $B 0B 0B [I8 em5

Em (i) e (ii) temos todos os ramos

X X X X X X

fechados pela hipdtese da regra [S2]; desta

forma, mostraremos que, tendo as provas por tableaux dos sequentes apresentados, temos

um tableau fechado para o sequente ' = A, (¥, A - B).
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1 i
2 3} (AV(EJ(A—>B)))
.
[3V] em 2
1 1T
2 0 (AV(ZJ/(A—>B)))
3 0A 1A oA 1A [T8] em 2
4 1 (Ev(l{ —+B)) 1(Ev (L{ —»B)) 0(EV(A—=B) 0((TV (|A — B)) [T8] em 2
L : # A
[AV] em 4 [1V] em 4
#1
5 0x 33 0% 3% [T'8] em 4
6 1 (A|—> B) 1 (A|—> B) O(A|—>B) o(4|—>B) [T'8] em 4
7 L >|< 1A 1A 1A 1A [T2]em6
(3 2]lem6 [;—]em6 | l l |
8 3B 0B 1B 0B [T2]em6
: = b &
#2
5 0% 3% 0% 3% [T'8] em 4
6 1(4A [—> B) L |—> B) 0(A |—> B) 0(A |—> B) [I8] em 4
7 L >|< 1A 1A 1A 1A [T2]em6
(3 =lem6 [3—>]em6 | | | |
8 3B 0B §{B 0B [I2]em6
f m k&
Mostremos para a regra [S3] (Fl".ilA)—'(:fZ)Z , que se existe o sequente I' = A, (%, A)

que gera tableaux fechados, teremos o sequente (I, =A)= A, £ como um tableau fechado.

i) T=A (T A)

Sequente ja demonstrado na regra [S1], sequente (i).

Dado que em (i) temos todos os ramos fechados pela hipdtese da regra [S3]; desta
forma, mostraremos que, tendo a prova por tableaux do sequente apresentado, temos um

tableau fechado para o sequente (I, mA)= A, .
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1 LF 1 (G i
2 14 : 1l
3 1 (A|\/Z) 3 0 (A|V )|
>|< 4 0| A [T3] em 2
[1v] em 3 S

5 0A 1A 0A 1A [I8em3
| | | |

6 1% iX 0X 0X [I8]em3
| | |

X X X X

(TA)=A%; T'=(AA)T
I'= A,(Z,-4)

Mostremos para a regra [S4] , que se existem os sequentes

(IMA=A4,%; e I'= (A A),L que geram tableaux fechados, teremos o sequente

['= A, (£, —4) como um tableau fechado.

i) (A=A

1 1T 1 1
| |
2 1A 2 1A
| |
3 3 (A|v2) 3 0 (AVY)
X 4 0A 1A 0A LA [T8lem3
[AV] em 3 | | [

5 ¢ 1% 0X 0X [IT8]em3
| | |

X X X X

i) T= (4, 4),%

Sequente ja demonstrado na regra [S1], sequente (ii).

Dado que em (i) e (ii) temos todos os ramos fechados pela hipotese da regra [S4],
desta forma, mostraremos que, tendo as provas por tableaux dos sequentes apresentados,

temos um tableau fechado para o sequente I' = A, (£, =A4).

1 1T 1 1T
| |
2 1 (AV(ZV(-4)) 2 0 (AV(ZV(-A)))
| =
X 3 0A $A 0A 1A [T8] em 2
(V] em 2 | | | \
4 1 (Ev(-4) 3(EV(-4) 0(ZV(-4) 0(ZV(-A) [T8 em 2
| | | |
X X #1 #2
[é\/] em 4 [é\/] em 4
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#1
5 0% 3% 0% 3% [T8] em 4
| | | |
6 1(-4) 1 (—4) 0 (—A) 0 (—A) [T8] em 4
| | — —
7 X X 1A £A 1A 1A [T4em6
[3-]em6 [3-]em 6 | | \ |
X X X X
#2
5 0% iz 0% R [T8] em 4
| l | |
6 1(0A4) 1 (-4) 0 (-A) 0(=A) [T8] em4
| | — —
7 X X 14 1A 1A LA [T4emé
[37]em6 [3-]em 6 | | \ |
X X X X

(T'/AB)= AX

(TLAAB)= A que se existe o sequente

Mostremos para a regra [S5]

(T, A, B)= A, X que gera tableaux fechados, teremos o sequente (I, A A B)= A,X como

um tableau fechado.

i) (T,A,B)= A,

1 1T 1 LE
2 1|A 2 111
3 1|B 3 11|3
4 3 (A|VZ) 1 0 (A|v2)
>|< 5 0A %A_()A 1A [IT8 em4
[3V] em 4 | | | |

6 1X 1Y 0X 0X (I8 em4
| | | |

X X X X

Dado que em (i) temos todos os ramos fechados pela hipotese da regra [S5]; desta
forma, mostraremos que, tendo a prova por tableaux do sequente apresentado, temos um

tableau fechado para o sequente (I, AAB)=A,X.
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1 LI 1 1T
| |
2 1(AAB) 2 1(AAB)
| |
3 1 (Avy) 3 0(AVY)
| |
X 4 1A [T5] em 2
[AV] em 3 |
5 1B [T5] em 2

6 0A A 0A 1A [T8lem3

| | | |
7 31X 1% 0X 0X [T8 em3
| | | |

X X X X

r=AEA4); TI'=(AA))2 TI=AEB); TI'=(AB)ZI
I'= A,(Z,AAB) ’

Mostremos para a regra [S6]

que se existem os sequentes ' = A, (Z,4); I'=(A,4),2; T'=AEB); ¢
I'= (A, B),X que geram tableaux fechados, teremos o sequente I' = A, (£, A A B) como

um tableau fechado.

i) T=A (T A)

Sequente ja demonstrado na regra [S1], sequente (i).

i) T = (4,4),%

Sequente ja demonstrado na regra [S1], sequente (ii).

iii) T = A, (I, B)

1 i 1 LT
l |
2 1 (Av(ZVB)) 2 0 (AV(ZVB))
\ S
% 3 0A 1A 0A 1A [T8] em 2
[3V] em 2 | | | |
4 1(®vB) 1(ZTVB) 0(XVB) 0(ZVB) [T8 em?2

#1 #2
5 0% 3% 0%X 33X 0X i1X 0X X [I8 em4
6 §‘B élB OIB 0|B %lB %lB O‘B O‘B [T'8] em 4
C O X K % K x
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iv) T= (A B),Z

1 I
|
2 1 (AvB)vY)
|
X
[AV] em 2

Um calculo de sequentes

1 LT
[
2 0 (AVB)VY)
3 0(AVB) 1(AVB) 0(AVB) 3(AVB) [T8em2
| | | |
4 iy iy 0% 0% [T8] em 2
| | | |
#1 X #2 X
[3V]em 3 [AV] em 3
#1 #2
5 0A 1A 0A 3A 0A 1A 0A A [T8em3
I | | | |
6 1B 3B 0B 0B 3B 1B 0B 0B [T8em3
I | | | | | | |
X X X X X X X X

Em (i), (ii), (iii) € (iv) temos todos os ramos fechados pela hipotese da regra [S6];

desta forma, mostraremos que, tendo as provas por tableaux dos sequentes apresentados,

temos um tableau fechado para o sequente I' = A, (£, A A B).

1T

1 (AV(ZV(AAB))

1 1T
|
2 0 (AV(ZV(AAB))
3 0A 3 A 0A ;A [T8] em 2
| | I |
4 %(Ev(|A/\B)) %(Ev(lA/\B)) O(EV(lA/\B)) 0(2v(|A/\B)) [T8] em 2
X X #1 #2
[3V] em 4 [3V] em 4
#1 #2
5 O|E 3T olz %|E 0|2 %IE O|E %IE [T'8] em 4
6 % (A A B) 51 (A A B) OanBy 0¢annB % (A A B) é (A A B) OanBy 0¢ann [TS] em 4
| | | | l | |
X #3 #4 X X #5 #o
[$7] em 6 (1) em 6 [£7) em 6 [Ln)em 6
#3 #a #5 #o
7 0A JAOB 1B 0A JA OB 1B 0A A OB iB 0A A 0B {B [T6] em6
I I R A A B B
X X X X X X X X X X X X X X X X
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(LA =A% [TB)=AX
(T,AVB)= A,Z

Mostremos para a regra [S7] , que se existem os sequentes

(IA) = A X2, e (I'B)=AX que geram tableaux fechados, teremos o sequente

(', Av B)= A, X como um tableau fechado.

i) (T,A) = A

Sequente ja demonstrado na regra [S4], sequente (i).

ii) (T,B) = A,X

Sequente ja demonstrado na regra [S1], sequente (iii).

Em (i) e (ii) temos todos os ramos fechados pela hipotese da regra [S7]; desta
forma, mostraremos que, tendo as provas por tableaux dos sequentes apresentados, temos

um tableau fechado para o sequente (I, AVB)=AX.

1 1T 1 LT
| |
2 1(AvB) 2 1(AVB)
| |
3 1(AVY) 3 0 (AVB)
\ A
X 4 1A 1B [T7] em 2
[3V] em 3
5 04 14 04 14 04 1A 04 1A (T8 em3
\ | | I | | |
6 B ,—%B 0B O‘B %IB %|B 0|B olB [T8] em 3
X X X X X X X X
Mostremos para a regra
r=(AB)(£4); T=(AAB)E T=A(EAB); TI'=(AA),EB .
[sg] T=¢ 224 T2 OAB) = AEAR); = @A EE) que se existem os
I = A,(Z,AVB)

sequentes ' = (A, B), (Z,4); T=(AAB),EZ; T=A(,AB) ¢e T=(4,4),E,B)
que geram tableaux fechados, teremos o sequente ' = A, (£, AV B) como um tableau

fechado.
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i) = (AB), (% A4)

Um calculo de sequentes

1 &
I

0 (AVB)V(ZVA))

X 0(AvB) i(avB) 0 (AVB) 1 (AVB) [T8 em 2
(3V] em 2 | | | |
1 (Zv4) L1(xEva) 0(ZV A 0(XVA) [T8 em 2
I I | I
X X 0A 1A 0A 1A X [T8] em 3
AVlem4 [iV]em 3 ] ] (V] em 3
3B $B 0B 0B [T8] em 3
[ T
#1 #2 #3 #a
#1 #2 #3 #a
7 0T iZ 0X iX 0T X 0Z iX 0X iX 0X iX 0% i¥ 0 iX (T8 em4
[ I N U (e E A E I
8 3A $A0A0A 1A JAOAOA A JA0A 0A 1A 1A 04 0A [T8 em4
[ e R R A R B B
X X X X X X X X X X X X X X X X
ii) = (A A B),Z
1 1T LI
| I
2 3((AVAVB)VY) 0 (AVAVB)VY)
| ;=
X 0(AVAVB) 3(AVAVB) O0AVAVB) 3(AVAVB) [T8 em2
(3V] em 2 | | | |
3 |E B IE 0 |2 olz [T8] em 2
#1 X #2 X
[AV]em 3 V] em 3
#1 #2
(])A %IA olA %IA OIA %lA O|A %AI [T8] em 3
,}(AvB) %(AVB) 0(A Vv B) 0(AvV B) %(A\/B) %(Av B) 0(AV B) 0(AV B) [TS] em 3
I I | | I |
X X #3  FHa X X #5 e
[4v]em6 [fv]em 6 [4v]em6 [fv]em 6
#3 #4 #5 #o
7 OIA %/I{ OIA §|A 0A %Tl OTI é,lq O|A é,lq o,lq %IL‘ OIA %14 0,|4 %IA [T8] em 6
8 3B iB 0B 0B 1B iB 0B 0B iB 1B 0B 0B 1B 1B 0B 0B [T8 em6
(N I A ) D B
X X X X X X X X X X X X X X X X
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iii) T= A, (3, A, B)

Um calculo de sequentes

1 1T L
| |
2 31(AV(ZVAVB)) 0 (AV(ZVAVB))
| PR
X 0A A 0A A [T8] em 2
[%V] em 2 | | |
1 (Z v|AvB) 1 (= levB) 0(Z v|AvB) 0(% v|Av B) [T8] em 2
X X #1 #2
[3V] em 4 [AV] em 4
#1 #2
0X i¥ ox iz 0X i¥ o0z 3% [T8] em 4
| | | | | | | |
{,«Avm ‘7(,\v B) 0(AV B) 0(AV B) {,(A v B) é(Av B) 0(AV B) 0(AV B) [TS] em 4
| | | | | | | |
X X #3  FFa X X #5 e
[4v]em 6 [4V]em 6 [4v]em 6 [4V]em 6
#3 #4 #s #o
7 0A JA0A 1A 0A JA0A JA 04 1A 04 14 0A A 0A JA [T8 em6
I R R T T e A A I
8 3B $B 0B 0B iB iB 0B 0B $B 1B 0B 0B 3B iB 0B 0B [T8] em6
b I A R A e R
X X X X X X X X X X X X X X X X
iv) = (A,4),( %, B)
1 LT 1 LI
|
2 l(AavA)v(ZvB) 2 0 (AVA)V(ZVB))
| .
x 3 0(Av4) i(AvA) 0(AVA) 3 (AVA) [T8 em2
3] em 2 | | | |
4 1(ZVB) i(=VvB) 0(ZVB) 0(XVB) [T8]em?2
| | |
5 X X 0A 1A 0A A X [T8] em 3
AViem4 [fV]em3 | | | | [iV]em3
6 3A 3AB 0A 0A [T8] em 3
I
#1 #2 #H3 #Ha
#1 #2 #3 #4
7 0T X 0X I1¥ 0¥ i 0¥ iX 0% i¥ 0T iX 0% i¥ 0% iX (T8 em4
R hogd 4 Sk Gl b bk Gb Gl
8 §|B %|B (|)B (|)B %|B ng OIB D|B %IB §1|9 0|B 0|B %|B %|B Of 0|B [T8] em 4
X X X X X X X X X X X X X X X X

Em (i), (ii), (iii) € (iv) temos todos os ramos fechados pela hipotese da regra [S8];

desta forma, mostraremos que, tendo as provas por tableaux dos sequentes apresentados,

temos um tableau fechado para o sequente I' = A, (£, AV B) .
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1 LE
2 1 (Av(2\|/(AvB)))
:
[4V] em 2
1 1T
2 0 (AV(ZV(AVB)))
3 0A A o iA [T8] em 2

| | | |

4 L(ZV(AVB) L(SV(AVB)) 0(SV(AVB)) 0(SV(AVB)) [T8)em?2
| | | |
X X #1 #2

[3V] em 4 [3V] em 4

#1 #2
Y 00X
\ |

5 0X

N

X 0X iX 0T iz [T8] em 4
| | | | |

6 $avB) L(avB) oAV B) oAV B) tavB) (avB) o(avB) 0(av B) [TS] em 4

| | l | | |

x X H#a ey X X #5  Fe
[4V]em 6 [4v)em 6 4viem6 [fv)emeo
#3 #a #5 #6
7 OIA §/|4 O‘A %IA 0|A §‘|4 04|4 é[A O|A ;{4 o‘[4 %ﬁ 0|A 5,14 0,‘4 g‘A [T8] em 6
8 %IB %f’ (I)B (])B §|B %IB OIB OIB §|B %JIB 0{3 OIB §|B ng OIB O‘B [T8] em 6
X X X X X X X X X X X X X X X X

Teorema 3.2. A j; @ se, e somente se, A kg @.
Demonstracao:

Seguiremos o seguinte caminho para mostrar que A i3 ¢ & A bgy @ :

Ary @ = Abgy @, apresentado no Lema 3.2.

Ablg @ = AFpy @, apresentado no Lema 3.3.

Ademais, dado que A k11 @ © A i @ € demonstrada em Santos e Silvestrini (2021,
p. 401), tendo em vista os lemas apresentados, temos provado que, de fato, A -, ¢ &

AtFgn @.

204 Kinesis, Vol. XV, n° 38, julho 2023, p. 174-206



Um calculo de sequentes

4. Consideracoes finais

Neste artigo, apresentamos a logica trivalente e fracamente intuicionista I1,
originalmente introduzida por Sette e Carnielli (1995). Apresentamos o sistema I1 em
tableaux analiticos, introduzido em Santos e Silvestrini (2021), denotado por TI1, e
inspirados na sistematiza¢dao de como introduzir um sistema em sequentes como duais de
um sistema de tableaux, dado por Carnielli (1991), de modo original, apresentamos um
sistema de sequentes, o qual denotamos por GI1, para o sistema I1, que fora inicialmente
apresentado via sistema axiomatico (Hilbertiano), e estabelecemos a equivaléncia
dedutiva entre os sistemas.

Ademais, destacamos a vantagem de nosso sistema de sequentes, GII, se
apresentar como um algoritmo, tornando este mais aplicdvel do ponto de vista
computacional, por ser um método, por vezes, mais pratico e rapido, pois constitui-se
num sistema de prova automatica de teoremas, enquanto em I1 falta localidade quando

da escolha de axiomas e sua respectiva instanciagdo na constru¢do de uma deducdo.
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