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Resumo: Este artigo trata de uma ldgica de carater intuicionista (construtivista) e do método dos
tablds, que tem maior interesse computacional por ser procedimento dedutivo, em geral, mais
rapido e eficaz que o axiomatico dedutivo. A meta é apresentar a 16gica intuicionista I', que foi
originalmente apresentada em um sistema dedutivo axiomatico, como em Sette e Carnielli (1995),
através do método dos tablos. Por ser considerada intuicionista, também deve ser considerado o
aspecto construtivista da logica I'.
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Abstract: This paper detaches an intuitionistic (and constructivist) logic, the logic I', and the
deductive systems of tableaux. The systems of tableaux have additional computational interest,
for this deductive procedure is in general faster and effective than the axiomatic techniques. The
aim is to introduce an original system of tableaux for the logic I', that was initially presented in
an axiomatic deductive system, by Sette and Carnielli (1995). By the way it is highlighted the
constructivist aspect of the logic I'.
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Introducio

“A Logica surge como ciéncia na Antiguidade, principalmente a partir dos traba-
lhos de Aristoteles e, desde seus primordios, tem como um objetivo central a analise dos
raciocinios, o estudo das inferéncias” (FEITOSA; PAULOVICH, 2005).

Sistemas logicos podem ser classificados em: logicas classicas e 16gicas ndo clés-
sicas.

A principal caracteristica da logica classica € o respeito aos chamados principios

aristotélicos:

(1) Principio da identidade: toda proposicao ¢ idéntica a si mesma;
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(i1) Principio da ndo contradi¢do: uma proposi¢do nao pode ser verdadeira e falsa
ao mesmo tempo;
(ii1) Principio do terceiro excluido: toda proposi¢do ou € verdadeira ou ¢ falsa, nao

havendo uma terceira opgao.

Segundo Feitosa e Paulovich (2005), a separacdo entre a ldgica cldssica e ndo
classica ndo ¢ completamente clara, mas pode-se destacar alguns aspectos diferenciado-
res. As logicas ndo classicas costumam se diferenciar da logica cldssica por serem base-
adas em linguagens com maior poder de expressao, por partilharem principios distintos
e/ou por admitirem semanticas distintas.

Tendo a l6gica classica como referéncia, sao definidas duas categorias de 16gicas
nao classicas: as complementares e as alternativas (HAACK, 2002). As complementares
sdo logicas que respeitam os principios aristotélicos da légica classica; enquanto que as
alternativas negam um ou mais daqueles principios.

Dentre as logicas ndo classicas alternativas, estdo as logicas intuicionistas. A prin-
cipal caracteristica das logicas intuicionistas ¢ que elas nao respeitam o principio do ter-
ceiro excluido, ou seja, para uma proposicao ¢ qualquer, nem sempre vale v—@. As
logicas intuicionistas estao fortemente associadas ao construtivismo matematico.

Neste texto ¢ trabalhada uma logica intuicionista em especial, a logica I, introdu-
zida por Sette e Carnielli (1995), apresentada originalmente em um sistema dedutivo axi-
omatico e com uma semantica matricial trivalente.

Neste artigo esta a elaboragio de um sistema de tablds para a logica I'. Ao inici-
armos o trabalho, ndo tinhamos encontrado na literatura um sistema de tablds para tal
logica, contudo neste processo de avaliagdo e revisdo, encontramos o artigo de Santos e
Silvestrini (2021) que também apresenta um sistema de tablos para I'. Bem, considerando
que o problema ¢ o mesmo, mas as respostas ndo sao idénticas, cremos que temos uma
contribui¢do original. Tablos para logicas multivaloradas estdo presentes na literatura por
bastante tempo. O que caracteriza uma abordagem especifica ¢ a sua resposta a questao
formulada. No caso, a formulacio deste artigo tem o destaque de que embora I' seja um
sistema trivalente, o sistema aqui apresentado nao precisa de ramificagdes em trés ramos,
como usual, mas no maximo de dois ramos. Trata-se entdo de um sistema diadico e como
os tablos constituem um método de prova interessante do ponto de vista computacional,

por se tratar de procedimento de carater finito, de relativa eficiéncia e neste caso diadico,
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entdo ele tem alguma vantagem computacional, apesar de agora ndo mais ter a primazia
de ser o primeiro.

A primeira se¢ao traz uma breve visao sobre matematica construtiva e o intuicio-
nismo, refletindo sobre a chamada “crise dos fundamentos” e os seus impactos.

A seguir, a logica I' é apresentada como no original em (SETTE; CARNIELLI,
1995). Na terceira sec¢do, por sua vez, ¢ feita uma apresentacdo geral do método dos ta-
blos, trazendo um pouco de sua historia e apresentando um sistema de tablos para a 16gica
proposicional classica. Também estao algumas reflexdes sobre provadores automaticos
de teoremas baseados em tablos, vistos do ponto de vista da computacao.

Por fim, em uma se¢io é apresentado o nosso sistema de tablos para a logica I, e
nas duas seguintes fica demonstrado que tal sistema ¢ completamente adequado para a

logica I'.

1. Matematica construtiva e intuicionismo

Em certo momento da Histéria, o homem de passado longinquo criou a nogao de
contagem, provavelmente para a contagem de objetos, pessoas, animais, elementos, que
faziam parte de sua vida e eram importantes para sua sobrevivéncia. A partir da contagem,
surgiu a ideia de nimero, e com a evolugdo da linguagem, surgiu também a aritmética,
ainda que muito simples e rudimentar. E, por milhares de anos, a Matematica estava li-
mitada a essas nogoes, trabalhando apenas com numeros e talvez formas elementares.
Nesse contexto, temos o surgimento da geometria Euclidiana, na Grécia Antiga, de forma
que a Matemadtica deixou de se restringir aos numeros, passando a tratar também de for-
mas geométricas, dando origem ao conceito de objeto matematico (RAMOS, 2013).

Ao longo da Historia, a Matematica continuou a se desenvolver e, no século XIX,
em especial, tivemos a criagdo de diversos novos conceitos abstratos, de novos objetos
matematicos, principalmente na geometria e na algebra. E na mesma medida que esses
conceitos eram desenvolvidos, crescia um incomodo em parte da comunidade matema-
tica, incomodo que culminara na seguinte pergunta: “De onde vém esses objetos mate-
maticos?”. Uma possivel resposta ¢ baseada nas teorias de Platdo, uma das filosofias da
Matematica mais bem aceitas no século XIX, e ainda aceita por muitos, o platonismo.

Essa corrente defende a existéncia de um mundo abstrato e imutavel, que contém

todos os elementos matematicos. E neste contexto, o papel do matematico nao ¢, entdo, o
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de construir novos objetos matematicos, mas especificamente de descobrir algum objeto
que ainda ndo tenha sido descortinado, mas repousa neste mundo ideal (RAMOS, 2013).

Porém, parte da comunidade matematica ndo aceita muito naturalmente essas
ideias, e o incomodo destes matematicos cresce na medida em que a Matematica passa a
lidar com conceitos cada vez mais abstratos, alguns ainda mal definidos, como era em
certo momento o de infinitesimal, e outros considerados por alguns matematicos como
mal interpretados e/ou mal administrados, como o conceito de infinito. Isto acabou le-
vando a chamada “crise dos fundamentos”, momento em que surgiu trés novas escolas
que rompiam com o pensamento platonico: o formalismo, o logicismo e o intuicionismo
(FRAENKEL; YEHOSHUA; LEVY, 1984) e (RAMOS, 2013). Neste artigo, o foco ¢ o
intuicionismo.

Os intuicionistas seguem a corrente mais ampla de pensamento denominada de
construtivismo matematico, tendo como precursor o matematico holandés L. E. J. Brou-
wer. Os seguidores dessa corrente defendem que um objeto matematico existiria apenas
a partir do momento em que o agente matematico conseguisse construi-lo em sua teoria,
através de uma atividade mental sequencial e metodica. Diferente da corrente cldssica e
do logicismo, o intuicionismo rejeita que a Matematica seja um produto derivado da 16-
gica. Segundo Brouwer, os principios basicos da Matematica (os axiomas) seriam resul-
tados da intuig¢do, o que motivou o nome dessa escola.

O intuicionismo ¢ conhecido por seus ataques as provas ndo-construtivas € ao
principio do terceiro excluido. Um dos pontos mais importantes que faz diferenga entre a
logica intuicionista e a logica classica ¢ exatamente a aceitagdo ou ndo do principio do
terceiro excluido.

Segundo a lei do terceiro excluido, para qualquer proposicao ¢ ¢ valida a formula
¢ov—@. Para os matematicos classicos esse principio ¢ sempre valido, independente da
natureza da proposi¢do (sentenga) @. Ja pela otica de Brouwer, esse principio € valido
apenas para conjuntos finitos, ou situagdes muito bem postas, nao podendo ser expandido
para os conjuntos infinitos quaisquer. A rejei¢do do principio do terceiro excluido por
Brouwer se d4, basicamente, pela sua interpretacdo dos conectivos ou operadores 16gicos.

Outra forma de entendermos essa visao intuicionista ¢ relacionarmos os conceitos
de prova e validade intuicionista com a Computagdo, ou mais especificamente, com a
Computabilidade. Pode-se definir, intuitivamente, que um determinado objeto matema-

tico ¢ construtivel se € possivel obté-lo através de uma atividade mental sequencial e
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metddica e ¢ computavel se existe um algoritmo, ou seja, uma sequéncia finita de regras
ou instrucdes a serem aplicadas de forma mecanica, que o construa (Dias; Lima, 2010).
Dessa forma, fica claro que existe uma forte relagdo entre os conceitos “construtivel” e
“computavel”.

Pensando por este aspecto, considere o problema da decisdo para C, em que dado
x, deseja-se saber se existe algum algoritmo que permite decidir se x € Coux ¢ C. Se a
resposta ¢ afirmativa, entdo o problema ¢ algoritmicamente soluvel, e C ¢ decidivel. Caso
contrario, o problema ¢ algoritmicamente insoluvel, e C ¢ indecidivel (ndo decidivel). Do
ponto de vista cléssico, a disjungao x € C v x ¢ C deve ser considerada verdadeira, pelo
principio do terceiro excluido, independente do fato de se poder decidir, ou ndo, qual das
duas proposicoes ¢ a verdadeira. Para os intuicionistas, porém, isto ndo ¢ o bastante, ¢ a
disjungdo x € C v x ¢ C s6 pode ser considerada verdadeira se ¢ efetivamente possivel
decidir se x € Cousex ¢ C, em algum processo construtivo. Por isso, devido a existéncia
de problemas indecidiveis e problemas em aberto na Matematica, os intuicionistas nao
consideram valido o principio do terceiro excluido.

Em 1918, Brouwer passou a desenvolver uma nova teoria de conjuntos, indepen-
dente do principio do terceiro excluido, a qual romperia com as teorias mais aceitas até
entdo. Esse trabalho no desenvolvimento de uma teoria intuicionista dos conjuntos ¢ cha-
mado de “segundo ato” do intuicionismo. Algumas das motivagdes para a criagdo de uma
nova teoria de conjuntos ¢ o fato de a analise classica ser muito dependente da construcdo
dos numeros reais, proposta, por exemplo, por Richard Dedekind, com uso do axioma da
escolha. Todavia, estes resultados sao considerados nao construtivos, devido a construgao
de Dedekind com os conjuntos infinitos de cortes e o axioma da escolha, que impde a
existéncia de uma escolha, mas sem explicitar qual ¢ essa escolha (RAMOS, 2013).

Em principio, os intuicionistas esperavam que o desenvolvimento do intuicio-
nismo culminaria em uma apresentacdo simples e elegante da matematica pura. Porém,
ao contrario, a analise intuicionista se tornara cada vez mais complexa. Isso nao preocu-
pava Brouwer, que chegou a dizer que “as esferas da verdade sdo menos transparentes
que as da ilusdo” (FERREIROS, 2008). Todavia, isso impactou muito o intuicionismo,
pois levou grande parte da comunidade de matematicos da época a perder nele o interesse.

Posteriormente, com o aumento das pesquisas na area da computacdo, eminente-
mente algoritmica e construtiva, surgiu novamente o interesse nessa escola. Isso devido

a que a computacdo resolve os problemas de forma algoritmica, em natureza construtiva,
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como ja foi apontado anteriormente. Dessa forma, surgiram varias técnicas e teorias ba-
seadas no intuicionismo, que possuem aplica¢des tedricas e praticas para a computagao.
Como exemplo, temos a teoria intuicionista dos tipos, criada por Martin-L6f em 1971,
que além de sua importancia tedrica, pode ser utilizada de forma pratica em programas
feitos para auxiliar nas provas de teoremas e no desenvolvimento de linguagens funcio-
nais (RAMOS, 2013).

A légica I', de nosso interesse central neste trabalho, é de carater intuicionista e

passamos agora a sua apresentacao.

2. A légica I'

A légica I' foi introduzida por Sette e Carnielli (1995). Trata-se de uma logica
proposicional e intuicionista, que surge como contraparte da 16gica paraconsistente P'.

A 1ogica P! introduz um terceiro valor de verdade além dos valores Booleanos
classicos {T, F}, em que {T} representa o valor l6gico verdadeiro, ¢ {F} o valor falso.
Esse terceiro valor foi originalmente representado por T* e difere de T apenas com rela-
¢do a negacao. Porém, tanto T* quanto —T* correspondem a verdades.

Por outro lado, a 16gica I' também insere um terceiro valor de verdade, o valor
16gico F*, que diferente de F apenas em relaco a negacdo. De modo similar a P!, tanto
F* quanto —F* sdo considerados falsos. Neste artigo, usaremos outra notacao para os
valores de verdade: 1 para o valor V, 0 para F e % para F*.

A logica I' é considerada intuicionista por ndo admitir o Principio do Terceiro
Excluido, para férmulas atomicas, o que pode ser verificado a partir do modelo axioma-
tico proposto por Sette e Carnielli (1995) para a caracterizacio de I'. Esta caracterizagio

¢ dada a seguir.

A linguagem proposicional de 1' é composta por trés grupos de simbolos: varid-
veis proposicionais {p1, p2, p3, ...}, operadores (conectivos) logicos {—, —} (para nega-
¢do e implicagdo, respectivamente) e simbolos auxiliares {), (}.

As suas formulas sdo definidas indutivamente, como nas linguagens proposicio-

nais, a partir das formulas atomicas, as variaveis proposicionais, pelos operadores 16gicos.

Se Var(I') = {p1, p2, p3, ...} € 0 conjunto das varidveis proposicionais da logica I',

entdo o conjunto das férmulas de 1', denotado por For(I'), ¢ determinado por:
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(i) sei € N epi € Var(I'), entdo pi € For(I');

(i1) se o € For(1"), entdo —a. € For(I');

(iii) seaep e For(I!), entdo a—P e For(1').

Os parénteses servem como marcadores.

Se a, B ey sdo formulas, entdo o sistema dedutivo de I' é determinado por:

Axiomas:

Axiia—> P - a)

Ax: (> B->7)) > ((a>p)—>(@—>7))
Axzi(m=oa—>=B) 2> ((==a->p)—>—-w)

Ax4: = —(a = B) = (o —> P).

Regra de Dedugio: a tnica regra de I' é a Modus Ponens:

MP: o, a — B/ .

Na presenca dos axiomas Ax; e Axz e da regra MP, certamente, em I' vale o Te-

orema da Deducdo I'U {y} - 6 < T v — & (FEITOSA, PAULOVICH, 2005).

I' ¢ uma logica com trés valores de verdade {0, ', 1}, em que o tinico valor dis-
tinguido, que corresponde a verdade, ¢ 1; e {—, —} sdo os seus operadores basicos, cujas

tabelas de verdade destes operadores sao:

- > 10|21
0|1 0|1 ]1]1
ol 0 il ]1]1
1|0 1 0|01

Defini¢dio 2.1: A semantica matricial de I' é dada por:
mll = ({Oa b3, 1}5 I, {1})9

com o conjunto de valores distinguidos {1}.
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Em I' pode-se definir uma negacio forte, uma disjungio e uma conjungio da se-
guinte maneira:
~0L =def AL —> —(0—>Q)
oV =det (~a—>P)
AP =get ~(a—>~P),

com as seguintes tabelas:

~ v |0 V2 1 Al 0 V2 1
0 1 0 0 0 1 010 0 0
2 1 1 0 0 1 21 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 0 0 1

Pode-se, entdo, observar que as formulas compostas recebem valores apenas no

conjunto {0, 1}.

Defini¢io 2.2: Uma valoragio para I' é uma fungio v: Var(I') > {0,%, 1}, que ¢ estendida
para o conjunto For(I') segundo as interpretagdes dadas aos operadores introduzidos an-

teriormente.

Defini¢io 2.3: Uma formula ¢ € For(I') é vélida segundo 111!, se, para toda I'-valoragio

v, tem-se que v(¢p) = 1.

Uma férmula vélida tem sua tltima coluna constituida apenas pelo valor 1.
A relacdo de implicagdo ldgica ou consequéncia semantica para I' ¢ dada da se-

guinte forma. Se I' < For(I!), entdo temos que w(I') = {v(y) : y € T'}.

Defini¢do 2.4: Se I'U{e} < For(I"), entdo I" implica ¢ quando para toda I'-valoracio v,
se V(') < {1}, entdo v(p) = 1.
Portanto:

F'ertoesvl)c{l} = vp)=1.

Pode-se construir tabelas de verdade de formulas da l6gica I', que sendo uma 16-
gica trivalente, tera tabelas com 3" linhas, para n o nimero de variaveis proposicionais.
Tomando como exemplo as tabelas para o axioma Ax; e para as féormulas o0 v —

o€ ——0o —
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@a—P—-oa):

a | > B>

0| 1 0 1 0

0] 1 2R 0

0] 1 1 0 0

%ol 1 0 1 Y

vl 1 Yl o1 Y5

vl 1 1 0 | %

1 1 0 1 1

1 1 ol 1 1

1 1 1 1 1

(b) a v —a:

oal| v |(= ] w

0 | 1 1 0

Z K\ 0 | %

1 1 0 1

() =—a — a:

(ﬁ—| (X) —> |

0 0 [1]0
1 bl 0| %

1 1 1] 1

Logo, a formula do exemplo (a) ¢ valida em 1!, enquanto as dos exemplos (b) e

(c), que sdo tautologias na légica classica, ndo valem em I'.

Sette e Carnielli (1995) destacam que a formula ——o. — o é I'-vélida para o caso
em que o ndo ¢ uma variavel de 1!, ndio ¢ atomica.

Eles apresentam uma prova a partir do sistema dedutivo axiomatico, mas pela sua
tabela de verdade também ¢ possivel perceber isso, visto que a formula ——a — o s6 €
falsa quando v(a) = 2, 0 que nunca acontece com formulas ndo atomicas. Tal caracteris-
tica desta proposi¢do ¢ importante para a demonstragdo de que o sistema axiomatico da

logica I' é completo para a semantica matricial 771;'.

Agora, definiremos dois novos operadores a partir desta proposi¢ao:
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OO0l =def /0L —> A

Ol =def — OUL.

Tais operadores apresentam as seguintes tabelas de verdade:

Y2 Y2

el k=1 I [e)
S|—=|IOo|e

O sistema dedutivo axiomatico da légica I' é correto e completo para a semantica

matricial N1y

Sette e Carnielli (1995) ja realizaram tal demonstracao. Uma demonstragao alter-

nativa estd em (PAIOLA; FEITOSA, 2020).

3. Sobre os tablos

Nesta se¢do ¢ apresentado um método dedutivo alternativo ao axiomatico, o mé-
todo dos tablds. Essa apresentacdo ¢ relevante, pois posteriormente ¢ apresentado a logica
I' em um sistema de tablos.

O método dos tablos € bastante interessante do ponto de vista computacional, pois
¢ um sistema de prova, na maioria das vezes, mais rapido que a tabela-verdade, além de
ser de mais facil implementagao.

A seguir, ¢ abordado brevemente a origem do método, os principais autores que
influenciaram o desenvolvimento desse sistema de prova e, também, explicitado algumas
de suas caracteristicas. Em seguida, apresenta-se, segundo Smullyan (1968), os tablds
analiticos para a l6gica proposicional classica (LPC).

Por fim, sdo feitas algumas consideragdes sobre os aspectos computacionais dos
sistemas de tablds analiticos, pensando em termos de implementagao.

Além dos autores citados durante o texto, este capitulo tem como base as apresen-
tagdes do método dos tablos feitas por Helen Gomes da Silva (2018) e Luiz Henrique da

Cruz Silvestrini (2005).
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3.1 Historico dos tablos

Pode-se apontar Lewis Carroll como precursor do método dos tablos, apesar de
ser conhecido mundialmente por ser autor do famoso livro “Alice no pais das maravi-
lhas”, e ndo por seus trabalhos na 4rea da logica. Carrol introduziu um método de decisao
para um encadeamento de silogismos e denominou esse sistema como arvore, devido a
semelhancga desse método com as arvores genealogicas, que crescem de cima para baixo.
Outra semelhanca ¢ que este tipo de sistema também ¢ um método de refutacao (Silva,
2018).

A partir dos estudos de Gentzen (1935), foram introduzidos novos sistemas de
provas, caracterizados por demonstrar a validade de um argumento (deducao) de forma
mais rapida e finita. Esses sistemas de Gentzen assumem o principio da subférmula, isto
¢, se uma formula inicial ¢ tem uma demonstragdo, entdo existe uma demonstracao de @
que contém apenas subformulas de ¢.

Inspirado por Gentzen, Beth (1965) introduziu o método de tablds semanticos.
Sua motivagado principal era a busca de contraexemplos. Anteriormente, Hintikka (1955)
desenvolveu seu sistema de tablds, também com inspiragdes semanticas. Para Hintikka,
a prova ¢ uma tentativa de constru¢do de um modelo, no qual assumimos —¢ como ver-
dadeira. Se a suposicao falhar, entdo ¢ ¢ verdadeira ou valida.

Motivada pelos trabalhos de Beth, Lis (1960) apresentou outro método de tablds
semanticos, além de um sistema de deducao natural, conhecido hoje como tablés nao
assinalados.

Finalmente, Raymond Smullyan (1968) introduziu os tableaux analiticos, uma va-
riante dos tablds semanticos de Lis e, de acordo com Golzio (2011), uma versao mais
simplificada de tablo, principalmente se comparado aos sistemas de Beth e de Hintikka.

A principal caracteristica dos tablos analiticos esta no fato de que este sistema de
prova assume o principio da subformula, da mesma forma que nos sistemas de Gentzen.
Porém, esse principio ndo ¢ seguido a risca, dai seu aspecto analitico, exigindo menos
restri¢des. Para Smullyan, dada uma formula inicial, vamos as partes fundamentais desta,
ou alguma férmula equivalente, para que diminuamos seu grau, definido pelo niimero de
ocorréncias de conectivos 16gicos (SILVESTRINI, 2005).

Esse sistema também ¢ um método de refutacdo, visto que para provar que uma

formula ¢ ¢ valida, primeiramente assumimos que ela € nao valida. A partir disso, se na
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expansdo do tabld, encontrarmos uma contradi¢do em todas as possibilidades de analise
da formula, entdo concluimos que ¢ ¢ valida. Caso contrario, ela ndo ¢ valida.
Atualmente, o método de tablds analiticos sdo considerados como uma possibili-
dade de implementagao de provadores automaticos de teoremas, pois este sistema € ca-
racterizado como um algoritmo. Silva, Finger e Melo (2006) apresentaram algumas for-
mas de se fazer essa implementacdo. Em especial, eles destacam dois pontos fundamen-
tais: as estratégias computacionais e as estruturas de dados. As estratégias computacionais
sdo responsaveis por implementar uma condi¢ao deterministica de escolha em cada etapa
nao-deterministica do programa, ou seja, decidir como ocorrera a expansao do tablo, qual
regra deve ser aplicada, dentre as possiveis. Ja as estruturas de dados se referem a como

serdo representadas e armazenadas as informagoes do tabld no programa.

3.2 Sistema de Tablos para a LPC

O método de tablos analiticos para a 16gica proposicional classica abordado nesta
secdo ¢ baseado em Smullyan (1968).

A seguir, apresentamos algumas defini¢des importantes para o método dos tablos;
algumas dessas defini¢des, especialmente as relacionadas com arvores, também sao ba-
seadas em (Aho; Hopcroft; Ullman, 1983) e (Shaffer, 2011), para nos aproximarmos da
terminologia da computagdo. Abordamos também as regras de expansdo para a logica

proposicional classica e trazemos alguns exemplos.

Defini¢ao 3.1: Uma arvore ndo ordenada T ¢ uma colecdo que contém os seguintes itens:

(1) um conjunto S de individuos denominados nos;

(i1) uma fungao % que relaciona a cada n6 a de S um nimero inteiro positivo
h(a), chamado de nivel de a.

(ii1) uma relagdo R definida sobre S, de modo que a R 3 significa que o € o pai,
ou antecessor, de 3, ou ainda, que [ ¢ filho, ou sucessor, de a.

A relacdo R deve satisfazer as seguintes condigdes:

(iv) existe um unico n6 a de nivel 1. Este n6 ¢ denominado a raiz da arvore T.

(v) todo n6 de S tem um Unico pai, exceto a raiz.

(vi) para quaisquer nés a € 3, se a € o pai de B, entdo A(B) = A(a) + 1.
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Defini¢ao 3.2: O grau de o, denotado por G(a), ¢ dado pela quantidade de filhos de .

Defini¢ao 3.3: Se a ndo tem filhos, ou seja, G(a) = 0, entdo a € um n6 terminal ou folha.

Defini¢ao 3.4: Uma arvore T ¢ ordenada quando ha uma func¢do p que associa a cada nd

B, tal que G(B) > 1, uma sequéncia p(p) de todos os filhos de 3, sem repeticdes.

Defini¢ao 3.5: Uma arvore ordenada ¢ diddica, ou bindria no contexto da computacao,

quando cada n6 tem no maximo dois filhos.

Definicio 3.6: Uma arvore ¢ finitamente gerada quando cada n6 possui um ntimero finito

de filhos. Uma arvore T ¢ finita se ela tem um namero finito de nos.

Definicao 3.7: Um ramo ¢ um conjunto finito ou enumeravel de nds a partir da raiz, de

maneira que cada n6 do ramo ¢ pai do proximo.

Definiciao 3.8: Se o ramo tem um nimero finito de nds, entdo é chamado ramo finito,

caso contrario, ele € um ramo infinito.

Para que o tablo seja desenvolvido, sdo necessarias as regras de expansdo. Inicia-
mos a construcdo do tabldé com a negagdo da féormula inicial @, ou seja, temos como nd
inicial a formula —@.

A partir dela, podemos encontrar dois tipos de formulas, que chamaremos de for-
mulas do tipo A e do tipo B, de maneira que cada uma delas caracteriza um conjunto de
regras.

A seguir, apresentamos estes tipos de férmulas e suas caracteristicas.
Formulas do tipo A: as consequéncias de uma férmula do tipo A sdo consequéncias
diretas, isto ¢, ndo geram ramificagdes. As regras de expansao que possuem formulas

desse tipo sdo também denominadas regras do tipo conjuntivo.

Formulas do tipo B: no caso das férmulas do tipo B, as consequéncias nao sdo diretas,

gerando dois ramos distintos, cada um deles sendo uma possibilidade de analise da
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formula inicial. As regras de expansdo que contém férmulas do tipo B sdo chamadas de

regras do tipo disjuntivo.

Seguem abaixo as regras de expansdo para a LPC. Usamos tablos com férmulas
sinalizadas, com 1 para indicar a verdade e 0 para indicar a falsidade. Sobre cada regra
colocamos o nome que estamos dando a ela, e que usaremos na constru¢ao dos tablos

para indicar quais regras estao sendo aplicadas em cada passo.

Regras do tipo A:
A— A— AN Av A—
0 o o Larp 0 anf 0 asp
| | O| l a 0 a l a
’ ’ 1B 0 B 0 B
Regras do tipo B:
AA Av A—>
0 anp 1 avp 1 o—p
/N /N /N
0o 0B lo 1B 0o 1 B

Apos a aplicagdo de todas as regras de expansdo possiveis no tablo, temos as se-
guintes situagoes:

(1) ou encontramos uma contradi¢do ¢ € —¢ em cada possibilidade de analise da
formula, isto €, em cada ramo, e diante disso concluimos que a férmula inicial ¢ vélida.

(i1) outra situagdo €, em a0 menos um ramo, ndo encontrarmos nenhuma contra-
dicdo apoés a aplicagdo de todas as regras de expansdo possiveis. Neste caso, temos um

contraexemplo e podemos concluir que a féormula ¢ € nao valida.

Apresentamos, agora, algumas defini¢des para formalizar as no¢des acima.

Definicao 3.9: Um ramo ¢ fechado quando ocorrem nele formulas ¢ € —¢, ou com for-

mulas sinalizadas, 0 ¢e 1 o.

Para indicarmos que um ramo ¢ fechado usaremos o simbolo x.
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Definic¢ao 3.10: Um ramo ¢ aberto se nao ¢ fechado.

Definicdo 3.11: Um tablo analitico T para a formula ¢ ¢ uma arvore ordenada diadica,
em que os seus nos sdo formulas e sua construcao ocorre da seguinte maneira. Iniciamos
ao colocar —¢ (ou 0 @) na raiz. A seguir, considerando-se que T ¢ um tabl6 construido
para ¢ e que y ¢ uma féormula ndo atdmica e uma de suas folhas, entdo podemos expandir
T de acordo com uma das duas operagdes abaixo:

(1) se a formula y ¢ do tipo A, entdo o tabld ¢ expandido em um tnico ramo pelas
consequéncias diretas de ;

(i1) se a formula y € do tipo B, entdo o tablo ¢ expandido com dois ramos a partir
de v, o que gera uma bifurcagdo dada pelas consequéncias diretas de y. Teremos entdo o

filho esquerdo e o filho direito de .

Defini¢ao 3.12: Um tablo ¢ fechado quando todos os seus ramos sdo fechados e ¢ aberto

se algum ramo nao ¢ fechado.

Definicao 3.13: Um conjunto A de formulas ¢ fechado se ha um tabl6 fechado para uma

conjungdo das formulas de A.

Esta definicdo fica evidente quando A € um conjunto finito de formulas.

Definicdo 3.14: Uma formula 6 ¢ consequéncia analitica de um conjunto de formulas A,

o que denotamos por A I+ 9, quando o conjunto AU{—d} € um conjunto fechado de for-

mulas.

Se tratamos com formulas sinalizadas, entdo temos o caso em que AU{0 o0} ¢ um
conjunto fechado de férmulas. Como nos mostra Smullyan (1968), as duas apresentacdes

sdo equivalentes.

Sendo assim, para avaliarmos a consequéncia analitica A I+ 0, construimos o tablod

de AU{—-d}. Se ele for fechado, entdo vale a consequéncia, e se ele nao for fechado, nao

vale, pois hé pelo menos um contraexemplo.
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Definicao 3.15: Uma formula ¢ ¢ demonstravel pelo tablé T, o que € denotado por I~ o,

somente se ¢ possivel gerar um tablo fechado a partir da formula inicial —¢@, ou seja, se o

conjunto {—@} ¢ fechado.

Defini¢ao 3.16: Um ramo de T ¢ completo se ele ¢ fechado ou se ndo existem mais pos-

sibilidades de aplicacdo de regras de expansdo no ramo.

Defini¢ao 3.17: Se todos os ramos de T sdo completos, entdo ele ¢ um tablé completo.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de deducgdo de formulas pelo método dos
tablos analiticos para a LPC, em que, de acordo com os tablds analiticos de Smullyan, as
formulas sdo marcadas ou sinalizadas, atribuindo valor 1 para as formulas verdadeiras e

0 para as falsas.

Exemplos:

(@) (=Y = =) = (¢ = )

0 (ﬁw—>ﬁ<|p)—>(<p—>w)

I (—y = —0)
0 (p—>v)
|
I ¢
0 vy
/ \
| \
1y 0o
X X

Como encontramos um tabl6 fechado para a formula inicial, provamos que a for-

mula (—y = =) > (¢ — ) é valida.

A seguir, por simplicidade, ndo indicaremos mais o trago vertical | nos tablos.
(b) ov—e

0 ov—o
0 ¢
0 —¢
1 o

X
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A demonstracdo desta formula ¢ praticamente imediata, ainda assim este exemplo
foi apresentado por se tratar da demonstracao de que vale a Lei do Terceiro Excluido para
a LPC. Posteriormente ¢ apresentado um tablo para a mesma formula, mas para a logica
I

Agora um exemplo de ndo validade.

©) (@ >v) > (¢ AvY)

0 (p>y)>(pAry)
1 (¢—vy)
0 (prwy)
0 ¢
0 vy

Neste exemplo, ndo encontramos contradigao em todos os ramos do tablo, sendo

que todos estdo completos. Logo, a formula inicial nao ¢ valida.

3.3 Provadores automadticos de teoremas a partir de sistemas de tablos

Provadores automaticos de teoremas sdo programas computacionais utilizados
para a demonstragdo de teoremas.

Assim, um provador estabelece se uma determinada sentenga (uma conjectura) ¢
uma consequéncia ldgica de um conjunto de sentengas (axiomas e hipdteses).

Provadores de teoremas sao usados na formalizacao e resolu¢ao de problemas em
varias areas, permitindo lidar com certos tipos de provas que, por seu tamanho ou com-
plexidade, seriam dificeis de se construir manualmente (SANTOS, 2010).

Dependendo da logica escolhida, o problema de decidir a validade de uma con-
jectura pode variar desde o trivial até o impossivel. Para a LPC, o problema ¢ decidivel,
porém NP-completo, o que significa que podemos precisar de algoritmos de tempo expo-
nencial para resolvé-lo (SANTOS, 2010). Um tal método de prova que poderia ser im-
plementado computacionalmente, por exemplo, ¢ o das tabelas-verdade. Todavia, um
grande problema ¢ que este método ¢ bastante exaustivo, pois verifica todos os valores de
verdade de todas as proposi¢des envolvidas no teste.

Neste sentido, 0 método dos tablds ja ¢ uma alternativa mais favoravel, pois nem

sempre tem que se verificar todos os valores de verdade possiveis para cada proposigao.
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Contudo, em muitos casos o seu custo computacional ainda se equipara as tabelas de
verdade. Por isso, os provadores de teoremas para a LPC e para a logica classica de pri-
meira ordem, geralmente, sdo baseados no método de provas por resolucao, que usam
como base a forma normal conjuntiva (ou clausal) (COUTINHO, 2017) ou (SILVA; FIN-
GER; MELO, 2006).

O método por resolucdo ainda tem um custo computacional alto, em principio,
porém existem técnicas, normalmente tendo como base tedrica teoremas da logica clas-
sica, como o Teorema de Herbrand, que permitem que provadores feitos a partir desse
método tenham mais eficiéncia, ainda que tenham custo exponencial em certos casos
(COUTINHO, 2017) ou (RODRIGUES, 2010).

Sendo assim, pode parecer que o método dos tablds nao seja um bom método para
ser usado em um provador automatico de teoremas. Todavia, quando ldgicas nao classicas
sdo colocadas em jogo, deve-se que considerar que nem todas admitem que qualquer for-
mula tem uma férmula equivalente na forma clausal (RODRIGUES, 2010), impedindo o
uso do método por resolugao.

Mesmo para as logicas que admitem forma clausal, faz-se necessario um estudo
mais aprofundado para descobrir se as técnicas que melhoram sua eficiéncia também po-
dem ser aplicadas a 16gica em questao, ou entdo descobrir técnicas especificas para aquela
logica.

De alguma forma, para uma logica nao classica que admita um método de tablos,
um provador de teoremas baseado nesse método parece uma solugdo atraente, a0 menos
até que se desenvolva um método de prova mais eficiente, que possa ser implementado
para este sistema.

Considerando a implementagao de um provador de teoremas a partir do método
dos tablds, Silva, Finger e Melo (2006) apresentaram algumas formas de se fazer isso,
ressaltando dois pontos fundamentais que precisam ser analisados: as estratégias compu-
tacionais e as estruturas de dados.

As estratégias computacionais sao importantes, pois 0 método dos tablds pode ser
caracterizado por um algoritmo nao-deterministico, de modo que certas escolhas devem
ser feitas em determinados pontos dos algoritmos. Nesse caso temos dois pontos de esco-
lha: a escolha do ramo sobre o qual procedemos a expansao do tabld, e a escolha da regra

a ser aplicadas.
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Em resumo, as estratégias computacionais t€m como objetivo acrescentar uma
etapa deterministica em um programa nao deterministico, para possibilitar a sua imple-
mentacao, e buscar isso de forma que o algoritmo obtenha a melhor eficiéncia possivel.

As estruturas de dados tratam de como as formulas e o proprio tabld sao represen-
tados e armazenados computacionalmente. O uso adequado de estruturas de dados ajuda

a gerar provadores mais sofisticados e eficientes, além de facilitar a implementacao.

4. Tablés para a logica I!

Nesta se¢do é apresentado um método de tablds para a légica I', que foi inicial-
mente apresentada em um sistema axiomatico por Sette e Carnielli (1995). Tal método
sera denotado a partir de agora por T[I'].

Primeiramente, deve-se que considerar que o método de tablds analiticos de Smul-
lyan (1968) foi dado para a l6gica proposicional classica e para a 1d6gica de primeira ordem
classica, porém a logica I' é intuicionista e trivalente. Sendo assim, ndo se pode simples-
mente usar as regras de expansao apresentadas por Smullyan, pois ha a necessidade de
regras de expansio especificas para o desenvolvimento dos tablds da logica 1.

Para se evitar a criagdo de muitos ramos pela aplicacdo de uma unica regra, in-

cluiremos um novo operador, o operador O (andlogo ao operador de necessidade das 16-

gicas modais), definido como segue:

Oa =def =(00 = —0t).

Dessa forma, temos a seguinte interpretacdo para este operador:

O
0 0
210
1 1

Agora, podemos apresentar as regras de expansao e de fechamento de ramo do

sistema T[I'].

Definicdo 4.1: Um ramo no sistema T[I'] é fechado quando ocorre um dos seguintes
casos:
(1) v(a)=mev(a)=n,comm #n

(i) v(a) = ¥, para o ¢ Var(I).
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Segundo as tabelas de I, a condigdo (i) é encontrada se ocorrer:

(DHva)=0ev(a)="
2)v(a)=0ev(a)=1
B)va)="ev(a)=1
@ v(Oa)=0ev(a)=1
G)v(Oo)=1ev(a)=0
6)v(Oa) =1ev(a) =Y.

Definicdo 4.2: Um tablo de T[I'] é fechado se todos os seus ramos sdo fechados.

As condi¢oes de fechamento da observagdo acima, que envolvem o operador de
necessidade, permitem evitar algumas ramificagdes, tornando o tablé mais simples e
curto. Em alguns dos tablds que serdo apresentados adiante, estas regras ndo serao consi-
deradas, sempre aplicando as regras de expansao para o operador de necessidade; isso ¢
feito para que se possa perceber o quanto o tabld seria menos extenso caso 0s ramos

tivessem sido fechados antes da aplicagdo das regras de expansao para tal operador.

Regras de expansao do tipo A:

1= 10 1A 0v 00—
0 av 0

1 —a 1 Oa 10‘“\[3 ‘ P OL‘_>B

Ol(x | 1 o 0 Oa I o

la 1B 0 Op 0 OB

Regras de expansao do tipo B:

0 0O 0 v 1>
1
0 —o 0 Oa OQ,/\B la\/B /a_\>B
o /oA o /A 0 Oo 1 a
Il a 2« 0 a % a 0 Do 0 OB Il a 1B 1B

Estas regras de expansao foram obtidas a partir da analise da interpretagdao dos

operadores segundo a semantica matricial 1.

O nosso sistema de tablos ndo ¢ exatamente analitico, no sentido de Smullyan,

posto que para os operadores bindrios, para alguns casos, dada a féormula y, na regra de
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expansao introduzimos Oy, que ndo ¢ uma subformula da férmula da dada. Contudo, esse

¢ 0 Unico caso em que isso ocorre, € as regras do operador de Necessario ainda tendem
para as suas subformulas atomicas.

As regras de Necessario poderiam nao ser inclusas, mas os tablos teriam muito
mais ramificagdes e possivelmente seriam mais complexos. Além disso, com a inser¢ao
deste operador, as regras de expansdo se tornam muito mais intuitivas, bastante seme-
lhantes com as regras do sistema de tablds para a logica proposicional classica, o que
julgamos ser um aspecto positivo de tal avaliacao.

Diferente da 16gica proposicional classica, a logica I' é trivalente, possuindo trés

possiveis valores de verdade e sendo apenas um deles distinguido. Sendo assim, se qui-

sermos demonstrar em I' que, I' - ¢, ndo basta se verificar que o conjunto 'U{—¢} é um

conjunto fechado de férmulas, como acontecia no método dos tablds para a 16gica propo-
sicional classica, pois isso s6 mostraria que ndo pode acontecer que v(¢) = 0, supondo
que I" ndo € um conjunto fechado de férmulas, mas ndo engloba o caso em que V(@) = 2.

Para resolver essa questdo, pode-se utilizar o operador O, definido nessa secdo,

pois se 'U{—0O¢} for um conjunto fechado de formulas, entdo ndo pode acontecer v(¢)

= 0 e nem v() = '4, como pode ser facilmente verificado a partir da interpretacdo do

operador O. Contudo, pode-se dispensar a inser¢ao do operador O quando ¢ ¢ uma for-

mula ndo atdmica, porque sabemos que féormulas ndo atdmicas ndo podem assumir o valor

. A partir dessas consideracdes, temos as seguintes definigdes.

Definicio 4.3: Uma formula ¢ ¢ consequéncia analitica de um conjunto de formulas T,

o que denotamos por I' I+ ¢, quando 'U{—O¢} ¢ um conjunto fechado de formulas.

Definicdo 4.4: Uma formula nio atdmica v, isto ¢, y ¢ Var(I'), é consequéncia analitica

de um conjunto de férmulas I', o que denotamos por I' I ¢, quando o conjunto de formu-

las TU{—y} ¢ fechado.

Como ¢ usual, uma formula é demonstravel em T[I'] se ela ¢ uma consequéncia
analitica do conjunto . Certamente, uma férmula atomica ndo pode ter uma demonstra-

¢a0. Assim:
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Definicio 4.5: Uma formula y, ¢ ¢ Var(I'), é demonstravel pelo tablo T[I'], o que é

denotado por I~ , se € possivel gerar um tabld fechado a partir da formula inicial —y,

ou seja, se o conjunto {—y} ¢ fechado.

Como exemplo de demonstracio via o sistema de tablos T[1'], considere-se a for-

mula o v —a, que é um teorema da ldgica proposicional clssica, mas ndo da logica I'.

0 av-a
|
0 Oa
O O—-o
/ \
0 o oo

0 -0 o —o 0 —a o —o
/N x /N x
la % a la % a
X X X

Como previsto, ndo encontramos um tablo fechado. Além disso, também podemos
perceber que apenas um ramo ficou aberto, ramo no qual a férmula a assume o valor ',
0 que também era esperado, pois anteriormente foi demonstrado que esse € o Unico caso
para qual nao vale a férmula a v —a.

A seguir ¢ demonstrado a adequagdo deste método, isto ¢, a prova da equivaléncia
entre o sistema axiomatico da l6gica I' e o sistema de tablos T[I']. Deste modo, apresenta-
se a prova da deducdo axiomatica para a consequéncia analitica, e a demonstra¢ao de que

todos os resultados obtidos em T[I'] também s3o demonstrados na semantica matricial
my.

Assim, para provar que todas as dedu¢des obtidas na l6gica I' também sdo dedu-

zidas no nosso sistema T[I'] e vice-versa, deve-se que provar o seguinte:

F'reoesl'+oeT Eo.

A segunda equivaléncia ja foi demonstrada em (SETTE; CARNIELLI, 1995) e
também em (PAIOLA; FEITOSA, 2020), entdo o caminho a ser seguido sera:
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''CFeo=>T'Feo=TEo0o.

5. Da deducio axiomatica para a deducao nos tablos

Nessa se¢do esta a demonstracdo de que se hd uma prova segundo o método axi-

omatico de I', também ha uma prova no sistema de tablds T[I'].

Teorema 5.1: Sel' = o =T I+ o.
Demonstragdo: Por indugao no comprimento de dedugdo I - ¢.

Se n =1, entdo temos os seguintes casos: ¢ € [ ou ¢ ¢ um axioma.

Se ¢ € I', naturalmente I" I+ @, pois ¢ ocorre com valores distintos no tablo e

por isso o tablo fecha.

Agora, se ¢ ¢ um axioma, entdo I~ ¢ e, portanto, I" I ¢. Diante disso, provamos

agora que cada axioma da légica I' gera um tabld fechado em T[I'].

Axiia—> P - a)

Oa—>PB—-o)

1 a
0 oB—-w
/ \
0 Boa Y Bo>a
\ X
1 p
0 Oo

X

Ax2 (@ =>B->7)=>((a=>p)=>(@—>7))

0 (@>PB->71)>(a>P)>(@—>7y))
Lo>PB—y)
0 O((a—>p)>(@—>y))
/ \
0 (a—>P)>(@—y) %(@—o>p)—o>@—>Y)

1 (a—>P) X
0 O(a—7)
/ \
L (00— 7) 0 (a—>7)
X 1 o
0 oy

/ \
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0 Oa 1 o
X 1B
/ \
0 Oa 1 a
X 1L B->v
/ \
0 OB 1B
X Iy

AX3I(—|—|a—)—|B)—)((—|—|OL—)B)—)—|a)

1 (—|—|a—)—|[3)
0 D((—|—|(l—>l3)—>—|(l)
/ \

0 (w—a—->PB)>—-a b (w—mo—>p) > —-a
1 (w=a—B) x
0 O-a
/ \
2 —a 0 —a
x / \
0 O=—-w | E——)
/ \ 1 B
0 ==« Yo m—=a 0 —«a
X X / \
Oo-—-a) 1 ==«
X I —B
0 B

X

Ax4: = =(a > B) > (oo > B)
0 ——=(a—>p)—>(a—>p)
0 O(x—P)
0 —(a—P)
/ \
I a—>p 2 a—p
/ \ X
Oaoa—>B % a-—>p

Se n > 1, entdo no ultimo passo da deducao aplicamos a regra MP. Por hipotese

de inducdo, temos que I' - c —> @ e I' I &. Dai, segue que para toda valoragdo v, se v

M) < {1}. Entaio v(c > @) =1 e v(c) = 1.

Deste modo, consideraremos o tablo I', 6, 6 — ¢ I+ .
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Portanto, ' - ¢. W

6. Da deducio nos tablos para a consequéncia semantica

Na secdio anterior foi provado que a deducdo axiomatica da légica I' implica na

deducio em tablos de T[1']. Para concluir a demonstracdo de equivaléncia entre o sistema

de tablos T[1'] e a logica I', falta provar: I' I ¢ = I' & ¢. Contudo, para poder fazer esta

demonstragao, serdao introduzidos antes alguns resultados e defini¢des.

Definicdo 6.1: Um conjunto ® de formulas sinalizadas ¢ saturado para baixo se satisfaz
as seguintes condigdes:

(1) nenhuma férmula sinalizada ocorre em ® com dois valores distintos;

(i1) se em O ocorre alguma férmula sinalizada a de tipo A, entdo a1 € ® e o
€ O, em que a1 e o sdo formulas sinalizadas e imediatas de o, conforme sua respectiva
regra,

(ii1) se em O ocorre alguma formula sinalizada 3 do tipo B, entdao 1 € ® ou 2
€ O, para B1 e B2 formulas sinalizadas e imediatas de 3, conforme sua respectiva regra.

Lema 6.2: Todo ramo saturado e aberto de um tabld ¢ um conjunto saturado para baixo.
Demonstragdo: Como o ramo ¢ aberto, entdo nenhuma férmula aparece no ramo com
duas valoracoes distintas, o que satisfaz a condicao (i) da definicdo de conjunto saturado
para baixo.

Além disso, como o ramo ¢ saturado, segue que todas as possiveis regras do
tabld ja foram utilizadas e o tablé ndo pode mais ser expandido.

Logo, se existe uma férmula do tipo A no ramo, entdo o € o2 também estdo no
ramo, o que atende a condicao (ii).

Pelo mesmo motivo, se hd uma formula do tipo B no ramo, entdo ou 1 ou 2

estd no ramo, o que cumpre a condi¢do (iii). W

Agora, estendemos a noc¢do de valoragdo para as formulas sinalizadas.
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Defini¢ao 6.3: Se v ¢ uma valoragdo e k € {0, '3, 1}, entdo a formula sinalizada k ¢ ¢

distinguida segundo a valoragdo v, o que ¢ denotado por k ¢ € D, se v(p) = k.

Assim, k ¢ € D < se v(p) =k.

Definicao 6.4: Uma valoracdo v satisfaz um conjunto ® de féormulas sinalizadas se para

toda formula sinalizada k y que ocorre em ®, tem-se k v € D.

Definicao 6.5: Um conjunto ® de formulas sinalizadas ¢ satisfativel se existe uma valo-

ragdo v tal que v(®) < D, ou seja, paratoda y € ©,k y € D.

Lema 6.6: Se ©® ¢ um conjunto satisfativel de formulas sinalizadas, entao:

(1) se uma foérmula a do tipo A esta em ®, entdo @U{a, o2} ¢ satisfativel;

(i1) se uma formula B do tipo B estd em O, entdo ®U{B:} ¢ satisfativel ou
OuU{P2} ¢ satisfativel.
Demonstragdo: (1) Regras do tipo A:

Tomemos a formula 1 —¢. Como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma
valoragdo v tal que v(®) < D. Dai, v(—@) = 1 e, entdo, v(¢) = 0 e, portanto, V(OU{0 ¢})
cD.

Agora, para 1 O¢. Como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma valoragao
v tal que v(®) < D. Dai, v(Op) =1 e, entdo, v(p) =1 e, portanto, V(OU{1 ¢}) < D.

Se temos a formula marcada 0 ¢ —y, como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo
existe uma valoracdo v tal que v(®) = D . Logo, se v(¢p — y) =0, entdo, v(p) =1 e v(Oy)
=0, portanto, v(OU{l ¢,0 Oy})c<D.

Para a formula 1 @Ay, como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma va-
loracdo v tal que v(®) < D . Logo, se v(pAy) = 1, entdo, v(¢) =1 e v(y) = 1 e, portanto,
VOULl ¢, 1 y})cD.
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J& para a formula 0 vy, como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma

valoragao v tal que v(®) < D. Logo, se v(pvy) = 0, entdo, v(Op) = 0 e v(Oy) =0 e,

portanto, v(OU{0 Oe,0 Oy}) < D.

(i1) Regras do tipo B:

Tomemos a formula 0 —¢. Como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma
valoracdo v tal que v(®) < D. Dai, v(—¢) =0 e, entdo, v(¢) = 1 ou v(¢) = 2. Se v(p) =1,
entdo v(OU{1 ¢}) < D; e se v(¢) = ', entdo v(OU {2 ¢}) < D. De qualquer modo ha
um ramo tal que v(OuU{k ¢})c<D.

Agora, para0 O¢. Como o conjunto © ¢ satisfativel, entdo existe uma valoragao

v tal que v(®) < D. Dai, v(Op) = 0 e, entdo, v(¢) = 0 ou v(p) = 4. Se v(¢p) = 0, entdo
v(OU{0 ¢}) < D;esev(p) =", entdo V(OU{2 ¢}) < D.

Se temos a férmula 1 ¢ =y, como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma
valoragdo v tal que v(®) < D. Logo, se v(p =) =1, entdo v(¢) =1 e v(y) = 1, ou v(Op)
=0.Sev(p)=1ev(y)=1,entao v(OU{l o¢,1 y})c< D;esev(Op)=0,entao V(OU{0
Oe}) < D.

Para a formula 0 @Ay, como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma va-
loracdo v tal que v(®) < D. Logo, se v(pAy) = 0, entdo, v(O@) = 0 ou v(Oy) = 0. Se
v(O) =0, entdo V(OU{0 Oo}) < D;esev(Oy) =0, entdo v(® U{0 Oy}) < D.

J& para a formula 1 vy, como o conjunto ® ¢ satisfativel, entdo existe uma
valoragao v tal que v(®) < D. Logo, se v(pvy) = 1, entdo v(¢) =1 ou v(y) = 1. Se v(p) =
1, entdo V(OU{1 ¢}) < D;esev(y)=1,entdo V(OU{l y})c D.

Em todos os casos, algum ramo do tabld ¢ satisfativel. ®

Diante dessas defini¢des e do lema acima podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 6.7: ' IF o =T = o.

Demonstrag¢do: Faremos a demonstracao pela contrapositiva.
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Se I' # ¢, entdo existe uma valoracao v, tal que v(I') € D e v(¢) = 0 ou v(¢) =

Y.

Seja ®p o conjunto de formulas sinalizadas que ocorrem no tablo inicial de T,
de modo que v(®¢) < D. Mostramos que a cada passo de expansao do tablo, sempre vai
existir um ramo ©; tal que w(®;) < D.

Suponha que v(®i.1) < D. Se o ramo ;.1 ¢ expandido por uma férmula do tipo
A, pelo lema anterior (i), temos que v(®;) < D. No caso do ramo ®;.; ser expandido por
uma foérmula do tipo B, segue pelo lema anterior (ii), que v(®;) < D.

Assim, em todos os casos, temos um ramo 0; tal que v(®;) < D. Logo, sempre
haverad um ramo satisfativel em ®, o qual € um conjunto saturado para baixo.

Portanto, I' I ¢. W

Diante destes resultados, temos que o nosso sistema de tablds T[I'] é dedutiva-

mente equivalente a 16gica I'.

Consideracoes finais

A meta principal deste trabalho era a elaboragcdo de um sistema de tablds para a
16gica I'. E assim foi feito, com as devidas demonstragdes da adequagdo deste sistema a
versdo logica axiomatica de I'.

Tal sistema de tablos possui diversas vantagens, iniciando por ser um método de
prova bastante intuitivo e mais rapido do que o método axiomatico ou pela justificacdo
via tabelas de verdade.

Também ¢ importante destacar as vantagens computacionais deste método, carac-
terizado como um procedimento evidentemente algoritmico e que permite o uso de diver-
sas estratégias na sua implementagdo com o objetivo de melhorar sua eficiéncia.

O sistema de tablos aqui arquitetado ndo ¢ exatamente analitico, devido a que al-

gumas regras de expansao, para uma dada a formula y, introduzem a formula Oy, que ndo

¢ subformula de y. Porém, as regras de expansao para o operador de necessidade geram
apenas subformulas daquela férmula, de modo que cada tablo ainda tende para as suas

subformulas atdmicas, com eventuais inser¢oes temporarias do operador de necessidade.
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Isso poderia ter sido contornado facilmente, porém os tablos possuiriam mais ramifica-
¢oes, se tornando mais complexos e menos intuitivos.

Além disso, a inser¢cao do operador nao so posterga as ramificagdes como permite
que elas sejam em alguns casos evitadas, uma vez que podemos fechar o ramo caso ja

tenha sido encontrada alguma contradi¢do envolvendo este operador, como por exemplo,

casos em que ocorre no mesmo ramo as formulas sinalizadas 0 Oy e 1 7. Isso permite

com que as provas sejam mais simples e curtas.
Este trabalho trouxe ainda uma breve revisao sobre logicas nao classicas, intuici-
onismo ¢ métodos de provas, e, sempre que possivel, estes conceitos foram analisados de

um ponto de vista computacional.
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