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Resumo: (Feitosa, Gracio, Nascimento, 2007) introduziramaumava légica, a Logica
TK, que foi apresentada inicialmente no estilo drflano. O objetivo deste trabalho &
apresentar a Logica TK em sistemas de deducdcahatalculo de sequentes e tableaux
assim como demonstrar a equivaléncia entre esses sstemas e o original.
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Abstract: (Feitosa, Gracio, Nascimento, 2007) introduced w logjic, the TK Logic,
that was presented initially in the Hilbert styldne objective of this work is to present
the TK Logic in systems of natural deduction, sexuwalculus and tableaux as well as
to show the equivalence between this new systechshanoriginal one.
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1. Introducéo

A logica aparentemente nasceu na Grécia, com @sasfpor volta do século V
a. C., entretanto foi Aristételes [384-322 a.Glfysbfo grego quem sistematizou e or-
ganizou esse conhecimento, elevando-o a categogedcia.

Na logica moderna, a analise dos métodos de infa€@ feita a partir de lin-
guagens artificiais, formadas por um conjunto debsios que permitem encontrar ex-
pressdes que tém significado Unico para uma tdetaé, sem ambiguidade. A presen-
ca de linguagens artificiais € uma das principaiacteristicas de usistema formal

Um sistema formal é o componente sintatico de woaa e o estudo dos signi-
ficados que esses simbolos adquirem caracterizanpanente semantico. O Calculo
Proposicional Classico (CPC) é um exemplo de setenmal.

: Faculdade de Filosofia e Ciéncias - Universidastadiial Paulistanaclaudiagolzio@yahoo.com.br
Faculdade de Filosofia e Ciéncias. Universidadadtsl| Paulistaangela.p.rodrigues@bol.com.br

285 Kinesis Vol. I, n° 04, Dezembro-2010, p. 285-311

https://doi.org/10.36311/1984-8900.2010.v2n04.4382



A logica TK em deducao natural...

David Hilbert [1862-1943] um dos mateméaticos maipartantes da virada do
Século XIX para o Século XX, em 1920, apresentpwogosta de que teorias matema-
ticas deveriam ser fundadas em principios axiowsigcmostrar que as teorias matema-
ticas eram isentas de contradicéo.

Atualmente relacionada a Proposta de Hilbert teentsoria da prova, que se
constitui num notdério ramo da Logica. Seu objetieatral € pesquisar métodos de pro-
va ou de deducédo. Alguns exemplos de métodos decdedsaosistema hilbertianp
sistema de deducé&o naturaistema de calculo de sequengesistema de tableaux

Outros conceitos de fundamental importancia paeatesbalho estdo relaciona-
dos a nocédo de consequéncia légica.

Tarski (2001), em seu artigo “Acerca do conceitcaesequéncia légica”, afir-
ma que o conceito de consequéncia logica naotfodazido arbitrariamente no campo
das investigacOes estritamente formais, mas foedtmsfesforgos para aproxima-lo do
conceito usual de consequéncia, isto é, do congs#do na linguagem do dia-a-dia.

No artigo citado acima encontramos a primeira temtale formular uma defi-
nicao precisa do conceito apropriado de conseqaéfgiia por Carnap, e que pode ser
enunciada como:

“A sentenca X segue-se logicamente das sentengaasi® K se, e somente se,
a classe consistindo de todas as sentencas denKegdcéo de X € contraditoria”.

No artigo “Sobre alguns conceitos fundamentais deamatematica” de Tarski
(2001) existe uma primeira introducdo a légica raltst(ou universal), definindo o sig-
nificado e estabelecendo as propriedades elemsrdaralguns conceitos importantes
pertencentes as ciéncias dedutivas, a partir daighd de um sistema logico constitui-
do somente por sentencas e pelo operador de c@mxguO operador de consequéncia
de Tarski indica, dado um conjunto de sentencaal, € consequéncia do conjunto
dado.

Ainda de acordo com o artigo citado acima, o cang@esquisa da metamate-
matica é formado pelas disciplinas dedutivas fomadhs, e estas disciplinas sdo con-
sideradas como conjuntos de sentencas, também daarda sentencas significativas,
nos quais, a partir das sentencas de qualquermton}y outras sentencas podem ser
obtidas por meio de operacdes denominadas regrageléncia. Essas sentencas sao
chamadas de consequéncias do conjunto de senbden@asonjunto de todas as senten-
cas € denotado por S e o conjunto de todas asqu@tssas de X € denotado pelo sim-
bolo Cn(X).
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A logica TK em deducao natural...

Velasco (2004) apresenta algumas propriedades d@agr de consequéncia
presentes no texto “On some fundamental conceptmathmathematics” de Alfred
Tarski, em que L = (S, Cn) é uma estrutura de Ta@ké o operador de consequéncia
e S é um conjunto n&o vazio e enumeravel. E impierteessaltar que a enumerabilida-
de j& ndo é exigida nas definicbes de (FeitosaciGrélascimento, 2007) acerca do
operador de consequéncia.

Ainda segundo (Velasco, 2004) o operador Cn ¢€ idefino conjunto dos sub-
conjuntos de S, isto €, Cn: P(S)P(S) e deve satisfazer os axiomas:

Ax1: X O Cn(X)

AXz: Cn(Cn(X)) = Cn(X)

Axs: Cn(X) =0 Cn(X’), para todo XTI X tal que X’ é finito e

Ax4: Existe uma sentenca x tal que Cn({x}) = S.

Tarski assumiu posteriormente a condi¢cadl X = Cn(X) [0 Cn(Y) como axi-
oma ao invés do axioma Axentretanto esse novo sistema é mais fraco quieneifo,
pois 0 axioma Axnao é dedutivel de um sistema que contenha ag&mdcima e os
axiomas Ax, Axz e Ax.

De forma similar, Feitosa, Gracio e Nascimento 30fefinem o operador de
consequéncia em S como uma fungdo Cn: P4F(S) tal que, para todo X, ¥ S,
ocorre (1), (2) e (3):

X O Cn(X) 1)
X O0Y = Cn(X) O Cn(Y) 2)
Cn(Cn(X))O Cn(X) ().

O item (1) diz que toda sentenca que pertenceta cenjunto X é considerada
como consequéncia desse conjunto. Ja o item (Quaize um conjunto X esta contido
em um conjunto Y e se uma sentenca pertence asquangcias do conjunto X, entao
esta sentenca pertence as consequéncias do covjudtitem (3) diz que se uma sen-
tenca pertence ao conjunto das consequencias dasqeeencias do conjunto X, entao
esta senteca pertence as consequencias do coXjuBitdos itens (1) e (3), € possivel
obter Cn(Cn(X)) = Cn(X), isto é, o conjunto das sEguéncias das consequéncias de
um conjunto X coincide com o conjunto das consega8rde X.

A partir dessa definicdo do operador de conseqagmérios resultados envol-
vendo o conceito de espacos quase topoldgicoskdim® - ver (Feitosa, Gracio, Nas-
cimento, 2007).
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As definicbes de (Feitosa, Gracio, Nascimento, 2@0de (Velasco, 2004) fo-
ram apresentadas concomitantemente devido a relevéas primeiras para este traba-
Iho. Pois usando recursos algébricos, Feitosa,i@Geadascimento (2007) interpretaram
uma versao simplificada do operador de consequélecigarski como operador de uma
estrutura algébrica. A partir dai, esses autorigednziram uma nova légica, a Logica
TK, de cunho modal, que caracteriza as noc¢des acidieadas e que foi apresentada
no estilo hilbertiano, com axiomas e regras de ¢&olu

O objetivo central desse trabalho € apresentar aca6TK em sistemas de
deducdo natural, caculo de sequentes e tableauastrama equivaléncia entre esses
novos sistemas e a versao introduzida por Fei@saio e Nascimento (2007). Mostrar
essa equivaléncia significa mostrar que todas asigdes obtidas na Logica TK
também podem ser obtidas através de cada novmaistpresentado neste trabalho e

vice-versa.

2. O Calculo Proposicional Classico num sistema birtiano

O método axiomaticeurgiu na Grécia antiga e podemos dizer que umdgra
colaborador foi Euclides de Alexandria [330-275.h.Que sistematizou a geometria em
sua obra ‘Elementos’, formada por 13 livros. A palé axiomas e postulados Euclides
demonstrou 465 proposicdes. Durante séculos, aajegande Euclides foi considerada
como manifestacdo méaxima do saber rigoroso e argdni Atualmente, sabemos que
Euclides fazia uso, em suas deducbes, de concegtwgxplicados anteriormente e de
definicbes que apenas dao uma idéia intuitiva do piqueria definir, tal como o de
uma linha ser um comprimento sem largura.

Apenas no final do Século XIX, o método axiomatcmuiriu um aspecto for-
mal cabalmente rigoroso devido a trabalhos como mdtematico alemao David Hil-
bert. Hilbert axiomatizou a geometria euclidiana.

A versao hilbertiana para o CPC utilizada aqui €ebda em (Schwichtenberg,

Troelstra, 2000) com algumas pequenas adaptacdes.

Definicdo 2.1:Faremos uso de unfiaguagemt, determinada por umfabeto(conjun-
to de simbolos), urnonjunto de formulgsaxiomas(que sao formulas da logica as quais
se atribui umstatusespecial de “verdades basicas”) e pelgra de deducdo Modus

Ponengque nos permitird inferir novas formulas a patéroutras férmulas):
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» Alfabeto os simbolos dé sé&o os seguintesl [0, —, [J, ), (, p,, P2, P3, ---
Observacodes:(i) consideramos$] (falso) uma constante Iégica e introduziremos -0 co
nectivo- (negacgdao) por definicao

A =4 A— L
(ii) o simbolo«— (se, e somente se) também é definido
AB =4 (A—B) 0 (B—A).

Naturalmente, & significa que o termo da esquerda é definido feimo da direita.

* Conjunto de férmulas
a) as variaveis proposicionais sdo formulas atbmicas;
b) 0O é uma férmula atébmica,;
c) se A e B sao formulas, entd@B, ACB, A — B e-A sao formulas;

d) todas as férmulas sdo dadas pelos itens (a), (b).e

 AXxiomas
(Ax1)) A— (B— A)
(Axz)) (A— (B —C))— (A—>B)—> (A—C))

(Ax3) A — AVB

(Axs) B— AVB

(Axs) ( A—>C)— ((B— C)— (AvB —=0C))
(Axe) AAB — A

(Ax7) AAB — B

(Axg) A — (B — (AAB))

(Axg) L —> A

(Ax10) AV(A — 1).

Observagéo:o que chamamos de axiomas sao na realidade essjdenaiomas, isto
e, A, B e C séo formulas quaisquer e, portantstexi infinitas instancias destes axio-

mas.
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* Regra de deducao - Modus Pong¢kis?):

A,A— B+ B.

Definicdo 2.2:Umademonstracad@ uma sequéncia de férmulag.A, A, tal que, toda
férmula na sequéncia é uma instancia de um axiam@abtida de dois membros ante-

riores da sequéncia através da rédoalus Ponens

Definicdo 2.3: Um teoremaA é uma férmula, tal que existe uma demonstracgo. A

An, em que o ultimo termo da sequéncia é A (ou ggja, A).

Representamos que A é um teoremarpé.

Os axiomas também séo teoremas cujas demonstisf@ssquéncias com ape-

nas uma férmula.

Definicdo 2.4: Umadeducédoa partir de um conjuntd de férmulas é uma sequéncia
A, ..., A, 1< 1 £ n, em que vale alguma das condi¢Ges seguintes:

a) A € um axioma;

b) Al O A;

c) A € obtida, por meio da regkodus Ponengde dois membros anteriores.

O ultimo membro da sequéncia,, & uma consequéncia dee denotamos isto

porA —Ap.

Temos a seguir o enunciado do Teorema da Dedug@m oNprovaremos, mas
sua prova pode ser encontrada em (Feitosa, Palu|@005).

Teorema 2.5:(Teorema da Deducéo, T.D.) Se&yal {A, B} um conjunto de formulas

det. SeA 00 {A} + B, entdacA - A — B.
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Como arvores irdo desempenhar um papel imporamtengo deste trabalho,

vamos comecar apresentando a sua definigao.

Definicdo 2.6:Um arvore é uma estrutw8, L, R, tal que:
* S representa um conjunto de elementog &, As,..., Ay} chamadogontos
* L é uma funcdo que associa a cada ponto A, unronpaisitivo L(A) chamado
nivelde A.
* R é uma relagéo definida em S, na qual A é chamatiecessode B e B é
chamadasucessode A. Essa relacao deve obedecer as seguinteggesd
i. Ha um unico ponto Ade nivel 1, chamadarigemda arvore.
ii. Todos os pontos de S, menos a origem (a origentéma@antecessor), tem
um Unico antecessor.
iii. Para quaisquer pontos A e B, se B é um sucessdidtoale A, entdo L(B)
=L(A) + 1.

3. O Calculo Proposicional Classico dado em um sisha de deducao natural

Segundo Hilbert, os sistemas de axiomatizacdo sgelleam a forma como as
pessoas, em geral, procedem em suas deductes, Emtd®35, Gerhard Gentzen, na
tentativa de criar um sistema que fosse o maisipixio procedimento humano usual
e instigado por questdes sobre a Fundamentacacatarnética, mais especificamente,
sobre a consisténcia da Aritmética, desenvolveistersa de prova denominadedu-
cdo natural Porém, devido a presenca de uma regra no sisdenteeducéo natural,
chamada regra do corte, Gentzen ndo conseguiu déaoa consisténcia da aritmética
apresentada neste sistema.

O procedimento de deducao num sistema de dedu@d@inzonsiste em aplicar
um conjunto de regras de inferéncias a um conjdatpremissas, gerando alguns resul-
tados. Se ainda néo é o resultado desejado, gultéana-se novamente regras até que o
resultado desejado apareca.

As regras do sistema sao de dois tiposntteducéoe deeliminacdq ou seja, 0
sistema possui regras para introduzir conectiveges para elimina-los.

As regras do sistema de deducdo natural sdo rpgsaisladas, ou seja, sao re-
gras aceitas sem demonstragdo. Entretanto, a asteditas regras ndo é aleatoria, elas
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A logica TK em deducao natural...

devem preservar a principal caracteristica de uettugho l6gica: se as premissas de
uma deducgéao séo verdadeiras, entdo a conclus&queeser verdadeira.

O método de deducao natural apresentado aqui sendainado sobre a lingua-
gem ou alfabeto proposicionél={-, -, o, C, ,(,), R, P P ...;do Calculo

Proposicional Classico e € composto das seguiatgas:

Regras de introducéo (1) Regras de eliminacao (E)
. A
Conjuncgao B ALB ALB
_— A B
(0) ADB
Disjuncéo A B ACB
june — seACouB-C
(D) AOB AOB
A A- B
Condicional : -
B A
- B
. - A-B
Bicondicional Ao B Ao B
B- A
(o) _— A-B B- A
Ao B
Negacao A --A
(=) = A A

Cada regra receberd um nome. A regra de introddg&mnjuncéo sera repre-
sentada por (1) e a de eliminacéo por (E), ou seja, se a regra for de introducéo o seu
nome tera a letra | e o simbolo do operador quetrladuz e se a regra for de elimina-
¢cao o0 seu nome sera composto pela letra E segoidpettador que ela elimina.

Definicdo 3.1: SejamI’ um conjunto qualquer de formulas e A uma formuUlaa de-

ducao através do método de deducgdo natural degktia gel” € uma sequéncia finita
Cy, ..., G de férmulas, tal que{& A e todo G 1<i<n, é uma férmula, de modo que
Ci O T ou G foi obtida de férmulas anteriores da sequéncia,npeio da aplicagédo de

alguma das regras de inferéncia apresentadas acima.
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Definicdo 3.2: SejamI’ um conjunto qualquer de formulas e A uma formDiaemos
queTl deriva A por deduc¢do natural, se existe uma dedde® a partir d& através do

método de deducao natural. Denotamos tal fatd peA.

4. O Célculo Proposicional Classico num célculo deequentes

Para solucionar o problema que ocorreu com a dechagidral, em 1935, Gent-
zen criou o sistema d®lculo de sequentes qual possibilitou a demonstracéo do Teo-
rema da Eliminacéo do Corte (blauptsatz. Este teorema garante que toda prova pode
ser transformada em uma prova normal, ou seja,dadacdo sem a presenca da regra
do corte. Assim, Gentzen pode provar a consistéheiaritmética. Apenas em 1965,
Prawitz conseguiu demonstrar a consisténcia daétita usando um sistema de dedu-
céo natural.

O sistema que sera utilizado é uma adaptacao onsiencontrado em (Schwi-
chtenberg, Troelstra, 2000). Usamos também alguieéisicbes dadas por Gentzen
(1969).

Nossa linguagem fara uso de um alfabeto, um camjdatféormulas, axiomas e
regras. O alfabeto e o conjunto de formulas sesamesmos dados no método axioma-

tico, porém acrescentaremos o simbelmo alfabeto.

Definicdo 4.1: Multiconjuntos finitossdo conjuntos finitos com possivel repeticdo de

elementos.

Em conjuntos {A, A, A, B} e {A, B} sdo conjuntos i@is, mas, quando traba-

lhamos com multiconjuntos, temos que {A, A, A, BJA, B}.
Definicdo 4.2:Sequentesdo expressodes da foria=> A, em qud e A sdo multicon-

juntos finitos. Chamamds de antecedente/ede consequente do sequente.

Observacdo: No sistema hilbertiano, entendemos o sequEnte A, comIl = {A4,

Aa,..., A}, A={Bj, By,..., By} € C uma férmula qualquer, da seguinte maneira:

a) Sel eA ndo séo vazios, entdo:(AA, ...0A) + (B OB 0... OBy).
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b) Serl é vazio eA ndo €, entdo: B1B, ... (0 B,
c) SeA évazio d nédo é, entdao: ADA, O...0A,+— CO-C.

d) Sel eA sao vazios, entédo: C-C.

Definicdo 4.3:Considerando A e B férmulas arbitrariab e A multiconjuntos finitos,
0S seguintes axiomas e regras regem este sistema:
Axiomas
(AX) A = A
(LO) O=.
Regras estruturais
-atenuacao:
(W) IL=A RW)I'=A
Al = A I'=AA
-contracao:
(LCO)AAT=A (ROLC=A,A A
Al = A I'=A A

Regras operacionais

(LA, B.T=A RO)C=A,AT=AB
AB,T = A I'= A, ACB
(LODAT=ABIT=A (ROC=A,AB
AB,T= A I'= A, ACB
(L-)L=A,AB.L=A (R->)A,T=A,B
A—B,T= A I'=A A—B.

Definicdo 4.4:Chamamos dsequentes superioresnferioresaos sequentes que estao,

respectivamente, acima ou abaixo das linhas enajggrecem as regras consideradas
Definicdo 4.5:Umaprovaé construida a partir de axiomas por meio de sedganfe-

réncia e tem a forma de uma arvore (invertldafal que:

a) Os pontos mais altos dEeséo axiomas;
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b) Cada pontqu dell, exceto o ultimo, é o sequente superior de umaaggio de
uma regra de inferéncia cujo sequente inferior tamlbocorre enil, imediata-

mente abaixo dg.

Definicdo 4.6:Uma férmula A € unteoremado calculo de sequentes se o0 sequente

A pode ser provado.

5. O Calculo Proposicional Classico em um sistema dableaux

O método dos tableauanalitico € um método de prova baseado em refutaca
que permite verificar se uma determinada formwa éao um teorema de uma teoria.

Alguns textos remetem a origem do método dos taklaasentzen, pois muitos
trabalhos que levaram ao desenvolvimento dos sistale tableaux foram de algum
modo, inspirados pelos trabalhos de Gentzen emga@laosistemas de provas

Segundo o Handbook of Tableaux Methods (1999) Betfintikka, também
contribuiram com o desenvolvimento dos tableauyri®eiro artigo de Hintikka apa-
receu em 1955, no mesmo ano em que apareceu 0 @gtigeth, entretanto as apresen-
tacOes dos sistemas de tableaux de Beth e de kiinti&o possuiam uma notagéo sim-
plificada. Isso sO foi possivel gracas aos tratsltie Zbigniew Lis e de Raymond
Smullyan. Lis publicou suas idéias em 1960, masddexo grande abismo fixado entre
0 ocidente e o oriente da Europa, elas permanegavamuito tempo desconhecidas e
o trabalho e Lis so voltou a receber atencéo rtonag anos.

Smullyan aprimorou diversos conceitos e idéiascietedas aos tableaux, cul-
minando, em 1968, com a publicacdo de seu Inirst-Order Logice foi com esse
completo trabalho de Smullyan que o método do®&al se tornou bastante conheci-
do.

Uma apresentacao formal desse método de refutagéidbase em (Smullyan,

1994) é feita através das definicbes abaixo:
Defini¢cdo 5.1:Umaérvore ordenada uma arvore nédo ordenada acrescida de uma fun-

¢do0 que atribui a cada ponto de jungédo z uma sequé(@jajue ndo contém repeti-

¢cOes, e cujo conjunto de termos consiste em toslesi@essores de z.
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Definicdo 5.2:Uma arvore diadica € uma arvore ordenada em qiee panto juncao

tem no maximo dois sucessores.

Definicdo 5.3:Um ponto € chamado gmnto finalquando n&o possui pontos sucesso-
res. Se ele tem exatamente um sucessor é chamaumuesimplese se ele possui

mais que um sucessor é chamadpat#o de juncao

Definicdo 5.4:Um ramo é qualquer sequéncia finita ou infinitapdatos, comecgando
pela origem, de maneira que cada termo da sequénaato (se houver) o ultimo, é

antecessor do proximo.

Definicdo 5.5:Quando um ramo tem um namero finito de pontodtimad ponto dessa
sequéncia é ponto final do ramqgda arvore) e esse ramdigito. Quando um ramo

tem um namero infinito de pontos € wamo infinita

Defini¢cdo 5.6:0s elementos basicos do sistema de tableaux T sé&o:
[) Um alfabeto (Alf) formado por um conjunto enumeravel de simbolopgsicionais
P1, P2s .-, B Simbolos de pontuagéo “(” e “)”, um conjunto geeadores logicosl{,
0 -,k
[I) Um conjunto de formulas (Fgx, tal que, suas formulas séo obtidas recursivament
por:

i) Todo simbolo proposicional € uma férmula, didemula atdmica

i) Se A é uma formula, ent&oA € uma formula;

iii) Se A e B sdo formulas, entaolAB, ACB, A - B também s&o formulas;

iv) O conjunto de todas as formulas é gerado apeelas itens acima.
[II) Conjunto de regras de deducéo.

Definicdo 5.7:A nocéo de subférmula imediata € dada pelas coesligbaixo:
) Variaveis proposicionais ndo tém subférmulasdiags.
II) = Atem apenas A como subférmula imediata.

[l) As férmulas AL B, A[B e A — B tém apenas A e B como subférmulas imediatas.
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Defini¢cdo 5.8 A nogéo de subférmula é implicitamente definigap regras:
[) Se A € uma subférmula imediata de B ou se Aadacom B, entdo A € uma sub-

formula de B.
II) Se A é uma subformula de B e B é subformul&ddentdo A € uma subférmula de

C.
Definicdo 5.9:As regras de expansao do tableau sédo as seguintes:
I) Regras do tipo conjuntivédo regras que adicionam novas formulas ao finehcho.

As férmulas desse tipo sao representadas peladletrguando ocorrer no ramo alguma

férmula do tipoo, sera acrescentado no mesmo ramo as formuéas,.

Nome da regra a a1 | op
R-LC -(ALB) | -A|-B
R- o -(A-B)| A |-B
RO ALB A B

II) Regras do tipo disjuntiveédo regras que bifurcam um ramo em dois. As forsnula
desse tipo sédo representadas pela pegaguando ocorrer no ramo alguma formula do
tipo B, serdo acrescentadas as formg@las 3, uma do lado da outra, no final do ramo e

cada uma sera a origem de um novo ramo.

Nome daregra Br | P2
RL ALB A

R- O ~(ACB)| -A| -B

[II) Regra especialA regra da Dupla Negacao (DN) sera consideradaregra de tipo
especial. Ela adiciona uma nova férmula ao finatatno. As formulas desse tipo séao
representadas pela letyae quando ocorrer no ramo alguma formula do Vipsera a-

crescentado no mesmo ramo a formylas
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Nome da Regra vy Vi

R- - —-AlA

Definicdo 5.10:Um tableau analiticoT para uma férmula A é uma arvore ordenada
diadicaQ, cujos pontos sdo férmulas, e que € construida c@segue. Inicia-se colo-
cando— A na origem. Supde-se qu& ja € um tableau construido pas& e B é um
ponto final. Entdo se pode esten@eatravés de uma das seguintes operacoes:

i) Se alguma férmula do tipm ocorre no ramo (em que B estd), entdo se podmadic
Ou 01 OUa,como Unico sucessor de B;

i) Se alguma férmula do tipp ocorre no ramo (em que B estd), entdo se poddtaimu
neamente adicion@ como sucessor da esquerda de eomo sucessor da direita de
B;

iil) Se alguma formula do tipg ocorre no ramo (em que B esta), entdo se pod®adic

nar ouy; como unico sucessor de B.

Definicdo 5.11:Um ramo de tableauféchadoquando existem neste ramo pontos que

correspondam as formulas A-€A.

Definicdo 5.12:Um tableau para uma determinada férmula #&adhadoquando todos

0sS seus ramos sao fechados.

Definicdo 5.13:Dizemos qud deriva A por tableau, se existe um tableau feclpada

o conjunto {', =A}. Denotamos tal fato pdr IF A.

6. A Logica TK na verséo hilbertiana

Existem muitas outras l6gicas além da logica @as$?odemos classificar as
l6gicas em: l6gicas ampliadas, que estendem ad@igssica e l6gicas alternativas, que
se propdem a substituir a l6gica classica.

A logica introduzida por Feitosa, Gracio e Nascitng2007), chamada Logica
TK, é um exemplo de logica ampliada, pois estenlbgiaa classica ao enriquecer sua
linguagem com um novo operador de carater modaiyvaum pelo operador de conse-
guéncia de Tarski.
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Como a Logica TK é uma extensdo do CPC, entdo toslossultados que valem
para o CPC, em particular o que ja foi visto, salides na Logica TK. Porém, teremos

alguns resultados a mais, dados pelo novo opelagico.

Definicdo 6.1:A Logica proposicional TKde linguagem L(=,[J, —, ¢, p1, P2, P3,...), €

definida por meio dos seguintes axiomas e regras:

Axiomas:

Axiomas do Calculo Proposicional Classico
AxTk1 A — ¢A

AXTik2 ¢ ¢A — SA.

Regras de Deducéao:

MP:A,A—>B~rB

Re: A — B+ ¢A — ¢B.

Observacao:Quando trabalhamos com o operador de consequéntegrema da De-

ducéo nao se aplica.

Proposicao 6.2:4(A0B) — ¢A.

Demonstracan
1. (AB) —» A Tautologia
2. ¢(AB) — ¢A Reem 1.m

Proposicao 6.34A — ¢(ALB).

Demonstracan
1. A— (AOB) Tautologia
2.¢A — ¢(AB) Reem 1.m

Proposicao 6.4:A férmula (A — B) — (¢A — ¢B) nao é valida. Podemos encontrar

este resultado em Feitosa, Gracio e Nascimentd&§200
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Proposicao 6.5:A - ¢A.

Demonstracan

1.A Premissa

2. A— ¢A AXTk1

3. ¢A MPem1le?2m

7. A Légica TK em um sistema de deducéo natural

Definicdo 7.1: A Logica proposicional Tkem um sistema de deduc¢éo natural de lin-
guagem bn(-=,0, O, —, ¢, p1, P2, Ps,-..), € Obtida através do acréscimo de novassegra
as regras do sistema de deducdo natural para o E¥¥3as novas regras, especificas

para o operador , sdo:

Re: A

*A
Ree: 40A

*A
Re—: — A—B

—eA—eB

Re=: +-A

*A

Definicdo 7.2: As definicdes de demonstracdo e deducédo (dendatld) sdo as mes-

mas apresentadas no calculo proposicional classico.

Agora seréa estabelecida a equivaléncia entre ac&0K na versao axiomatica
introduzido por Feitosa, Gracio e Nascimento (2@@)l6gica TK em deducao natural
apresentada neste trabalho.

A equivaléncia entre um sistema de deducdo natuuah sistema hilbertiano ja
foi feita em Gentzen (1969) para a l6gica proposiai classica. Assim, neste trabalho a
demonstracdo desta equivaléncia sera estendidasapana os casos que envolvem o

operador $.

300 Kinesis Vol. Il, n° 04, Dezembro-2010, p. 285-311



A logica TK em deducao natural...

Teorema 7.3:Todas as regras da Légica TK em deducdo naturanpeer deduzidas

atraves do sistema da Logica TK na versao axiomatic

Re: A - ¢A
1.A Premissa
2. A—eA AXik1
3. ¢A MPemle?2

Ree: ¢0A - ¢A

1. ¢eA Premissa
2. 40A oA AXiko
3. A MPemle?2

Re—:A—> B+ ¢A — ¢B

1. A—B Premissa
2. ¢A—eB Reem1

Re-:¢--A - ¢A

1.e--A Premissa
2.7-2A—>A tautologia
3.¢0°A > ¢A Re em 2

4. ¢A MPemle3m

Teorema 7.4:Todos os axiomas e regras da Logica TK na versamatica podem ser

deduzidos através do sistema da Léogica TK em dechagiral.

AXTk1: A — ¢A

1.A H
2. 6A (Re)em 1
3. A— ¢A (I-,)delaz2
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AXTko: - ¢ ¢A — ¢A

1l.eeA H
2. ¢A (Ree)em 1
3.¢6 A eA (Im)dela?2

Re: A— B  ¢A — ¢B.

1.A—>B H
2.4A — ¢B (Re—)em 1. m

Portanto, pelos Teoremas 7.3 e 7.4, esta estatiele@quivaléncia entre os sistemas

da Logica TK nas versfes axiomatica e deducaoalatur

8. A Logica TK em calculo de sequentes

Estenderemos o sistema de célculo de sequentesneiste trabalho através da

introduc&o do operaderna linguagem e das seguintes regras para esi@doper

(TKp'=A
' = ¢A

(TK) L = ¢6A
' = ¢A

(TKyg ' ==A—>B
I' = ¢A — ¢B.

Observacéao:A regra (R~) ndo pode ser aplicada ap0s a regrag),T&aso isso ocorra,
provariamos o Teorema da Deducdo. Dessa forma|oggta teria mais teoremas do

gue a Ldgica TK introduzida em (Feitosa, Graciosditmento, 2007).

Provaremos um resultado valido na Logica TK asalecalculo de sequentes:
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A=eA
A=A (Ax)
A = ¢A (TKy).

Agora mostraremos a equivaléncia entre o sistalbartiano da Légica TK in-
troduzida em (Feitosa, Gracio, Nascimento, 200F)sesstema em célculo de sequentes
introduzido neste trabalho. Para mostrarmos avatfuicia entre estes dois sistemas
estenderemos a equivaléncia entre os sistemastiaifiiee de célculo de sequentes para
o Calculo Proposicional Classico encontrada nealitea para as regras do operador de

consequéncia.

(=) Provaremos que as regras (JJKTK;) e (TK3) podem ser deduzidas dentro da

Légica TK na verséo hilbertiana.

(TK)LCEA

' ¢A
1.THA Premissa
2. A — eA AXTK1
3.THA MPem1le?2.

(TK2) L ¢¢A

I' - ¢A
1.T - ¢6A Premissa
2.T - ¢0A — oA AXTk2
3. T ¢A MPem1le?2.

(TK3) T'FA—>B
I' ¢A — ¢B

1.THA—-B Premissa
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2. ¢A — ¢B Re.

(<) Provaremos, agora, que os axiomasgiie Axrg, € a regra R correspondem a
algum sequente valido.
= A > ¢A
A=A (AX)
A= eA  (TKy)
= A ¢A (Ro)

= ¢¢A — A
A = #0A  (AX)
$A = A (TK))
— ¢0A > oA (R—>)

A— B=+¢A > ¢B
A—-B=A—>B (Ax)
A—>B=4¢A->eB (TK3). =

9. Um sistema de tableaux para a Logica TK

Definicdo 9.1: A Légica proposicional TK em um sistema tableawx lthguagem
Lt(=,0, O, —, ¢, p1, P2, P3,...), € cOMposta de regras do sistema de tabjeaaxo CPC

e de regras, especificas para o operadaue séo:

-¢A
R-e:

-A

¢ A
Re ¢ :

*A
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*A
Re : -+B , quanddFA — B

ObservacOesA regra “R ” s6 deve ser aplicada no caso da formAlas B’ ser hipo-

tese do argumento ou um teorema da Logica TK elaaak.

Os resultados validos para o CPC em um sistemabdieatix ainda sdo validas
aqui.

Abaixo sera estabelecida a equivaléncia entre && K na versao hilbertiana
introduzida por Feitosa, Gracio e Nascimento (2@0&)l6gica TK no sistema de table-

aux apresentada neste trabalho.

Teorema 9.2:0s conjuntosI(, A) e [C,— A) sdo T-inconsistentes o conjuntol” é T-
inconsistente.

DemonstracadnA demonstracado desse teorema ja foi feita emn{€lar Coni-
glio; Bianconi, 2006, p. 88) para a parte classied Ktab. Portanto, sera apenas esten-
dida para o operadaer.

(=) Se os conjuntosl’( A) e ([, A) sdo T-inconsistentes, entdo o conjuht@ T-
inconsistente.

Demonstracéo por indugéo sobre a complexidade de A

|. Ja foi analisado para o caso de A ser uma férmataiea.
Il. Se aférmula A é do tipeB:
(i) Por hipétese, o conjuntd (¢ B) é T-inconsistente e, pela definicdo 5.12, existe

tableau fechado par8,(¢ B):

1 r
2. +B
3. X

Como existe um tableau fechado pdra«B), entdo ou existe um tableau fe-
chado pard ou o tableau fecha com o acréscimo da formuBa No segundo caso,
conclui-se que: ¢ B ocorre no tableau.

(i) Por hipotese, o conjuntd (- B) também € T-inconsistente. Assim, pela definicao

5.12, existe um tableau fechado pdra~¢ B):
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1. r
2. -4B
3. X

Como também existe um tableau fechado pBra-¢ B), entdo ou existe um
tableau fechado parfa ou o tableau fecha com o acréscimo da formukdB. Logo,
-~ -4 B ocorre no tableau, isto € B ocorre no tableau.

De (i) e (ii) segue quE € fechado, pois ¢ B [l¢ B ocorre no tableau deou ha
um tableau fechado paraindependente destas formulas.

Portanto]” é T-inconsistente.

O teorema seguinte mostra que todos os teoremasogieen ser obtidos no sis-

tema hilbertiano de TK também podem ser obtidosistema de tableaux de TK.

Teorema 9.3:Sel’ - A, entaadl I A.
DemonstracanA demonstracdo desse teorema, ja foi feita emeSilini (2005) para a
parte classica da Légica TK em tableaux. Assimemahstracdo por inducao sobre o
comprimento da deducdo de A, a partildgera estendida para o operaslor

Seja A um esquema de axioma da Logica TK. DeveranBcar que existe um
tableau fechado parall {—~A}.

Para o0 esquema de axiomaydxdem-se, A=B - ¢ B.

1 r

2. - (B -+¢B)

3. B 2R~ -
4, -(¢B) 2R~ >
5. -B 4,R-¢
6. X 35,

Para o esquema fx tem-se, A= ¢ ¢B _ ¢B.

1 r

2. -(#+B _eB)

3. s B 2R~ -
4. ~(¢B) 2R~ -
5, +B 3,Re ¢
6. X 45,
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Hipdtese de Inducaol — A; =T IF A;, para todo £ n.

Como ja foi visto no caso classico, as trés pdgsaloies para A1 em um passo
n+1 da deducéo de A, a partiridsao:
i An+1 € uma premissa ou
il. An+1 € um esquema de axioma da Logica TK ou

ii. An+1 € deduzida a partir de alguma regra da Logica TK.

Para (i) e (ii), a demonstracdo € a mesma feierianinente para verificar a ba-
se da inducéo. Para o caso (iii), € preciso amaisaica regra ainda nao avaliada que é

exclusiva da Légica TK, aR
Ha uma deducdo em qug AB -~ Ce A.1=¢B - ¢C. Assiml - B - C.
Pela hipotese de inducéo, ha um tableau fechadd parB - C.

Logo, é preciso mostrar que o tabléaw- ¢ B — ¢ C também fecha. Para isso

sera construido o tableauldél { - (¢ B - ¢ C)}:

1 r

2. (4B -¢C)

3. +B 2R~ -
4. -4C 2R- =
5, -(B - C) 4,Re

Comol I B - C, entdo é possivel aplicar a regia Ra linha 5 do tableau acima,

entretanto, por hipétese de inducéde.-BC T e, portanto, o tableau fecha.

Com esses resultados concluimos quéiseA, entddl I A. m

Teorema 9.4:Sel I A, entaol” — A.

DemonstracapnA demonstracdo desse teorema sera estendida ppexados , pois ja

foi feita em Silvestrini (2005) para a parte cléasia Logica TK em tableaux.
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Para cada regra da Légica TK em tableaux serdaohtadLégica TK uma cor-

respondente deducdo usando uma reducdo ao ab&adg, (ou seja, uma deducgéo

indireta.

© © N o g bk w0 DR

[EEN
©

© N o o A DN
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A regra (R~ ¢) tem uma deducéo vélida na Logica H# A~ - A:

-4 A p.

--A p.p.

--A S A tautologia

A MPem2e3
A ¢A Axtk;

¢ A MPem4eb5
2¢A - (¢A (e Al A) tautologia
¢AL(—e AW A) MPemle7
¢ Al A MPem6e8
-A RAAde2a9

A regra (P ¢) tem uma deducdo valida na Légica ke A — ¢ A:

¢ A p.

-+ A p.p.

¢eA L oA Axtk

¢ A MPem1le3
2¢A o (¢AS (e Al A) tautologia
¢A_ (= Al A) MPem2e5
¢ Al A MPem4eb6
¢ A RAAde2a7

A regra (R ) tem uma deducédo valida na Logica WA, -¢ B - - (A - B):
¢+ A p.
-4B p.
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3. == (A-B) p. p.

4. --(A-B) - (A-B) tautologia

S. A-B MPem3e4
6. ¢A - ¢B R» em5

7. +B MPem1le6
8. -¢B - (B - (-eBOe¢B)) tautologia

9. ¢B_ (neBO¢B) MP em2e 8
10. -eBleB MPem7e9
11. -=(A-B) RAA de 3a10

Com esses resultados, temos quUE 8eA, entdol - A. m

Portanto, pelos Teoremas 9.3 e 9.4, este trabpll@senta a equivaléncia entre a

Logica TK na versdo axiomatica e a Légica TK emaistema de tableaux.

10. Consideracoes Finais

A Légica TK foi inicialmente apresentada por Feto§racio e Nascimento
(2007) em um sistema hilbertiano, na qual, pardie@r se uma férmula € ou ndo um
teorema da Loégica TK, as deducbes séao feitas a gdaraxiomas e regras de inferén-
cias.

O presente trabalho apresenta a equivaléncia antégica TK na versédo axio-
mética e a Logica TK em sistemas de deduc¢do natdallo de sequente e tableaux, o
que torna possivel verificar se uma férmula é uonei@a da Logica TK, também atra-
vés de um sistema de deducdo natural, ou de uemsisie calculo de sequentes ou
ainda de um sistema de tableaux. Assim todas ag;des obtidas na Logica TK dada
no sistema hilbertiano, também podem ser obtidawés da Ldégica TK nos demais
sistemas e vice-versa.

Essa equivaléncia também permite concluir que @ecéo e a completude, pro-
priedades ja demonstradas por Feitosa, Gracio eilasto (2007) para a Logica TK
na versao hilbertiana, também séo validas pars®smas de deducdo natural, de calcu-
lo de sequentes e de tableaux para a Logica TK.

Dessa forma, em trabalhos envolvendo a Ldgica Tpgssivel escolher dentre
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0s sistemas acima o melhor para se obter os résslfaetendidos.
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