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Resumo: Neste artigo, os conceitos de |6gica cumulativa e tradugdo entre |égicas cumulativas sdo intro-
duzidos. Alguns resultados que caracterizam a existéncia de tradugdo conservativa entre |6gicas cumula-
tivas e que garantem a preservacdo de algumas propriedades das | 6gicas também séo apresentados.
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Introdugéo

Ha situagbes no mundo real em que é inevitavel trabalharmos com conhecimento incompleto,
por exemplo, situagdes que envolvam percepcdo, ambiguidade e senso comum. Nestes casos, quando
precisamos tomar certas decisdes nao podemos esperar que as informacgdes pertinentes a situacdo em
guestdo sejam totalmente conhecidas. Assim, quando perguntamos; Em qual curso vocé ingressara na
universidade? A escolhado curso é feita por uma série de motivos, mas nem todas as informagdes sobre o
curso escolhido estéo disponiveis. Por exemplo, ndo se sabe como o0 mercado de trabalho do referido
curso estard daqui a cinco ou seis anos. Outra situagdo que ilustra 0 modo como lidamos com conheci-
mento incompleto é o atendimento de emergéncia realizado por um médico a um paciente. Devemos
esperar pelos resultados de todos os exames realizados, quando o paciente necessita imediatamente de
atendimento médico? De uma intervencdo cirdrgica? Enfim, tomamos decisfes na auséncia de informa-
¢Oes atodo instante.

Um formalismo que tenha caréter de eficiéncia para lidar com situages como as citadas aci-
ma, deve ser capaz de admitir expressdes que sejam validas em geral, e reconhecer e assimilar excecfes
guando necessario. As ldgicas ndo-monoténicas admtem inferéncias que sdo realizadas na auséncia de
informacBes completas, sendo que estas inferéncias podem ser invalidadas por novas informagdes, ou
seja, essas | 6gicas sdo adequadas ao tipo de situagdo a que estamos nos referindo.

Dessa forma, os sistemas de raciocinio ndo-monoténicos, por sua vez as |6gicas ndo monoto-
nicas, podem ser necessarios por qualquer das seguintes razbes (Rich, 1988):

- Presenca de informag&o incompleta requer raciocinio por omissao (raciocinio default);

- Um mundo em mudangas requer uma base flexivel de dados;

- A construcdo de uma solugdo completa para um dado problema poderd exigir suposi¢des temporérias a
respeito de solugdes parciais.

! Este trabalho corresponde & parte dos resultados da Dissertacdo de Mestrado do primeiro autor, com
(Bolsa do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnol égico-CNPQq) e sob orientacdo do
segundo autor, apresentada ao Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas da Universidade Estadual de

Campinas, em 2002.
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Sstemas n&o-monotdnicos normal mente sdo aplicados no campo da inteligéncia artificial. Por
exemplo, muitas vezes, em determinados sistemas, quando uma afirmagdo for eliminada da base de da-
dos, necessitamos voltar atras sobre outras afirmagdes cujas provas dependem da afirmacdo eliminada.
Assim, devemos eliminar estas afirmagdes ou encontrar novas provas que sejam vélidas em relagcdo a
atual base de dados. Portanto, a eliminagéo de uma Unica afirmacdo determina um efeito significativo em
toda base de dados. Dessa forma, do ponto de vista computacional, os sistemas ndo-monoténicos podem
exigir mais espaco de armazenamento e mais tempo de processamento, pois, junto a cada teorema, sua
prova ou pelo menos uma lista de todas as hipdteses das quais a prova depende deve ser armazenada. Isto
ndo é necessario em sistemas monoténicos pois, uma vez encontrada a prova de um teorema ela ndo pre-
cisara ser reexaminada.

Seguindo a tradi¢do polonesa, neste trabalho uma l6gica € um par constituido por um conjunto
qualquer L e um operador de consequiéncia G, sobre o conjunto das partes desse conjunto. Geralmente,
quando o conjunto considerado é uma linguagem formal, al6gica é chamada de sistemaldgico (Wojcicki,
1988). Uma l6gica é dita nonoténica se o conjunto dos teoremas de uma teoria € sempre um subconjunto
dos teoremas de qualquer extensdo desta teoria. Formalmente uma |6gica é monotdnica se, dados quais-
quer conjuntos A, B deL, tal que A B,entdo {H/HI C,(A)} I {R/RI G, (B)}. Paraaschamadas
| 6gi cas ndo-monotdnicas, como o préprio nome diz, a propriedade monoténica ndo é satisfeita.

Ha diversos tipos de |6gicas ndo-monotonicas, a saber, a ldgica default de Reiter, |6gicas pre-
ferenciais, entre outras. N&o estamos interessados, neste trabalho, em 16gicas ndo-monotdnicas quaisquer,
mas nas chamadas |6gicas cumulativas. Em (Krauss et al., 1990), por exemplo, sdo apresentadas cinco
familias de | 6gicas cumulativas, juntamente com seus respectivos model os.

No século XX, por volta de meados da década de oitenta, esforcos na direcéo de estabel ecer
condi¢cBes minimais para caracterizar uma auténtica l6gica ndo-monotonica comega a ganhar destaque.
Pode-se considerar que Gabbay foi o primeiro a estudar certas relages de inferéncia e as légicas nao-
monoténicas a elas associadas. Gabbay (1985) propde trés condicdes que considera minimais para carac-
terizar uma relagdo de consequiéncia ndo-monotdnica: na Segdo 1.1 veremos quais sdo estas condicOes.
Krauss et al., (1990), Kaluzhny e Lehmann (1995) entre outros, apresentam também propriedades interes-
santes para operadores de conseqiiéncia ndo-monotdnicos, por exemplo, a propriedade dedutiva e propri-
edade distributiva.

A classe das légicas cumulativas parece ser “bem comportada’ em relacéo a classe das 16gi-
cas, pois simplesmente ndo abandonamos a condi¢do monotdnica, porém em seu lugar fazemos uso de
uma espécie de monotonicidade restritiva. Nao podemos deixar de dizer com isso que ha vérias l6gicas
gue ndo se enquadram nesta hova classe de | 6gicas, a classe das |6gicas cumulativas.

Scheer (2002) apresenta algumas das propriedades dos operadores cumulativos. S&o também
introduzidos resultados que caracterizam a existéncia de traducgdes conservativas entre 16gicas cumulati-
vas e resultados que nos permitam dizer quais propriedades das respectivas |6gicas envolvidas em tais
traducdes sdo preservadas.

O objetivo deste artigo consiste na apresentacdo de resultados gerais referentes a classe dos
operadores cumulativos e, motivados por trabalhos de da Silva, D’ Ottaviano, Feitosa e Sette, no desen-
volvimento de umateoriageral de traducfes para essa classe de | 6gicas.

O artigo esta dividido em duas partes: a primeira parte trata dos operadores de conseqliéncia
cumulativos e a segunda de traducgdes envolvendo |6gicas cumulativas. A partir do conceito de traducdes
entre |égicas, introduzido por da Silva et al., (1999), e de uma teoria de traducdes entre légicas inicial-
mente desenvolvida por D’ Ottaviano e Feitosa ((Feitosa, 1997), (Feitosa; D’ Ottaviano 2001)), pretende-
mos generalizar alguns dos resultados obtidos por esses autores. Os artigos acima mencionados de Gab-
bay, Makinson, Freund, Krauss, Lehmann, Magidor e Kaluzhny se referem aos operadores cumulativos e
asuas propriedades, porém nao tratam de traducdes entre | 6gicas.

Na Se¢do 1, revemos inicialmente alguns resultados sobre os operadores de consequiéncia clas-
sicos, conhecidos como operadores de consequéncia de Tarski, importantes para o desenvolvimento do
artigo. Apresentamos a defini¢éo de operador de conseqiiéncia cumulativo, algumas de suas propriedades
e fazemos comparagdes entre estas propriedades e as dos operadores de conseqiiéncia tarskianos.

Na Secdo 2, estendemos o conceito de l6gica introduzido em (da Silva et al., 1999). Procura-
mos definir, a partir de um conjunto qualquer e uma dada funcgéo, o operador cumulativo induzido e o
operador cumulativo co-induzido. Conceber estes operadores parece ser fundamental, entre outras coisas,
para se poder realizar uma abordagem categorial sobre a classe constituida pelas |6gicas cumulativas e
pelas traducdes entre elas. As defini¢des de tradugdo e tradugdo conservativa entre |égicas cumulativas
sdo apresentadas; procuramos caracterizar sob quais condi¢des podemos afirmar a existéncia de tais tra-
ducdes. Alias, as traducdes conservativas merecem papel de destaque, pois, como homomorfismos sao
funcgdes entre estruturas que preservam propriedades destas estruturas, e homeomorfismos sdo funcgdes
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entre espacos topol dgicos que preservam propriedades topoldgicas, pretende-se que as aplicagdes entre
| 6gicas (traducdes) preservem propriedades | 6gicas.

Finalizamos o artigo citando algumas questdes que ainda necessitam ser esclarecidas, e ques-
tOes que poderdo ser investigadas futuramente.

1. Operadores de Conseqliéncia

Basicamente, os operadores de conseqiiéncia sdo divididos em duas classes: operadores de
consequiéncia monotdnicos e operadores de conseqliéncia ndo-monoténicos. A defini¢do de operador de
consequiéncia, conhecido como operador de consequéncia de Tarski, foi introduzida em 1930 no artigo
“On Some Fundamental Concepts of Metamathematics’, reproduzido em (Tarski, 1983), cuja primeira
edicdo foi publicada em 1956. A seguir, apresentamos de forma sucinta algumas propriedades saisfeitas
pelos operadores de conseqiiéncia de Tarski. Como referéncia, indicamos (Tarski, 1983) e (Brown; Susz-
co, 1973). (W¢jcicki, 1988) é um texto que apresenta inimeros resultados sobre operadores de conse-
guénciade Tarski e (Etchemendy, 1999) é um texto de contetdo filosdfico sobre o tema.

Definicdo 1.1: Dado um conjunto X qualquer, denomina-se operador de conseqiiéncia sobre X, ou ope-
rador de conseqiiéncia de Tarski, a toda aplicagdo G,;/A (X) ® A (X) tal que, paratodo A, B | X, sfo
satisfeitas as propriedades:

AT G(A):

(i)AT BP G (A)I Ci(B);

(iii) G (C (AN T Gi(A).

A propriedade (i) corresponde a reflexividade do operador de conseqiiéncia de Tarski. A pro-
priedade (ii) é a monotonicidade: se A e B s&0 conjuntos de féormulas e j é uma formulatal que j T
Ci(A), entdo j T C,(B). Em outras palavras, a extensio de alguma teoria |6gica pela adi¢do de novas
formulas ndo pode invalidar qualquer formula da teoriainicial. A propriedade (iii) é chamada idempotén-
cia e corresponde atransitividade do operador de conseqiiéncia. Segue trivialmente de (i) e (iii) que:

Ga(Ca(A)) = Gi(A).

Um operador de conseqliéncia sobre uma linguagem formal L € umoperador de conseqgiiéncia
sobre o conjunto das formulas de L, denotado por For(L). Neste contexto, se A (For(L)) é o conjunto de
todos os subconjuntos de formulas de L, entdio C,, é umaaplicagéo de A (For(L)) emA (For(L)).

Consideremos o conjunto das formulas do Céalculo Proposicional Cléssico (CPC), denotado
por For(CPC). Definimos o operador de conseqiiéncia C, sobre For(CPC), paratodo Gi For(CPC), co-
mo:

C.(G={al For(CPC)/$ &l Gfinitotal que %? a}.
E claro que C,(/) * A pois C,(4) coincide com o conjunto dos teoremas do Célculo Proposicional Cléas-
sico.
A demonstragdo do resultado a seguir pode ser vistaem (Feitosa, 1997).

Proposicdo 1.2: Sejam G, um operador de conseqiiéncia sobre X e | um conjunto indexado tal que, para
todoil I, temosqueA ;i X. Entéo:

@ G(Cii AN Cit 1 Gi(AY).

M Eit 1 GANT GEiT1A).

© GE i 1A)=C(E i1 1CAp.A

Em geral, ndo vale aigualdade G,(G E D) = C,(G) E C,(D), para quaisquer conjuntos G, DI For
(CPC).

Os espacos topol 6gicos constituem, de fato, conjuntos munidos de operadores de conseqliéncia
particulares, conhecidos usualmente como operadores de fecho. Estes operadores, além das condic¢des da
Definicdo 1.1 satisfazem as condi¢des adicionais:

(v) G = &, ‘
(vi) Co(A E B) = Gy(A) E Gy(B).

Definicdo 1.3: Seja C, um operador de conseqiiéncia sobre X. Dado A X, dizemos que A é fechado em
X, segundo G, se A = G,(A); e A é aberto, se A° (complementar de A em relagdo a X) ¢ fechado. Dize-
mosaindaquex I X é densoem X outrivializa X, se C, ({x}) = X.
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Quando G, é um operador de conseqliéncia sobre uma linguagem formal, chamamaos os con-
juntos fechados de teorias. E sabido que se C, é um operador de conseqiiéncia sobre X e (A i i | € a fami-
lia de todos os fechados em X segundo G, que contém um conjunto A de X, entdo, G, (A) = Ci1 | Ai.
Além disso, A é fechado em X se, e somentese, A = C ;1 A;. Isto resulta do fato de que aintersecdo de
fechados segundo G, é um conjunto fechado. As demonstragdes destes fatos sdo encontradas, entre ou-
tros, em (Feitosa, 1997).

1.1 Operador es cumulativos

Gabbay foi provavelmente o primeiro autor a estudar certas relagdes de inferéncia ndo tarskianas
e as |logicas ndo-monotbnicas a elas associadas. Gabbay (1985) propde trés propriedades que considera
minimais para caracterizar uma relacéo de inferéncia: reflexividade ou inclusdo, corte cauteloso e mono-
tonicidade fraca.
Makinson (1992) renomeia a monotonicidade fraca por monotonicidade cautelosa.
Como mencionado na Introdugdo, Scheer (2002) apresenta a defini¢do de operador de conse-
guéncia cumulativo e algumas de suas propriedades.

Definigdo 1.1.1: Dado um conjunto X qualquer, denomina-se operador de consegiiéncia cumulativo
sobre X, ou simplesmente operador cumulativo, a toda aplicacio C:A (X)® A (X) tal que, paratodo A, B
I X, sfo satisfeitas as propriedades:

(i)AT CA);

(iYAT BI C(A)bp C(A)I C(B);

(iii) C(C(A)) I C(A).

As propriedades (i), (ii) e (iii) sdo chamadas respectivamente de reflexividade ou incluso,
monotonicidade cautelosa e idempoténcia. Do mesmo modo que no caso monotdnico, paratodo A 1 X,
C(C(A)) = C(A), e um operador cumulativo sobre uma linguagem formal L é um operador cumulativo
sobre For (L).

Notemos que, da monotonicidade cautelosa e idempoténcia, paratodo A, B | X,se Al B
C(A), entio C(B) I C(A). Portanto, paratodo A, B X,seAl Bi C(A), entdo C(A) = C(B).

Este fato € chamado de condi¢ao cumulativa.

De forma andloga aos operadores de Tarski, dado um operador cumulativo C, a relagdo de
conseqiiénciat~1 A (For(L)) X For(L) definida por,

Di+a se, esomentese, al C (D),
satisfaz as seguintes propriedades:
(1) al Db Di+ a (Inclusio);
((~,)Dl~b ;, paratodoi 1 |,eDi~ab DE {b;/il I}¢~a (Monotonicidade Cautelosa);

(~3)Dl~b ;, paratodoi 1 |,e DE {bj/il 1}i~a P Dl a (Corte).

As defini¢Bes de conjunto fechado, aberto e elemento denso em X, segundo um operador cu-
mulativo sobre X, sdo anal ogas as apresentadas anteriormente para os operadores de Tarski.

Diferentemente do que ocorre com os operadores de Tarski, a intersecdo de fechados segundo
um operador cumulativo, ndo é necessariamente um fechado, segundo esse operador. Portanto, a relacdo
gue se estabelece entre a familia de fechados e um operador cumulativo é diferente do caso em que o
operador € de Tarski.

Exemplo 1.1.2 (Scheer, 2002): Nem sempre a intersecdo de dois fechados é um fechado.
Como exemplo, sgjam Y ={a, b, c} eC: A (Y)® A (Y), tal que:

CE) = £ C({ab})={ab}
C({a})={a b} C({ac})={ac
C({b})={b,c} C({b,ct)={b,c}
C({ch={ac} C({ahb,c)={ab,c}

Podemos ver que C é um operador cumulativo e que os conjuntos{ a, b} e{a, c} sdo fechados segundo C.
Agora, {a, b} C{a c} ={at C({a}),istoé {a b} C{a c} ndoéum conjunto fechado.
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Proposicdo 1.1.3 (Scheer, 2002): Sejam C um operador cumulativo sobre X, A I X um conjunto qual-
quer e (Aj) ;7 | afamilia de todos os fechados em X, segundo C, que contém A. Entdo, C(A) = C(C i i |
A;). Além disso, A éfechado em X se, esomentese, A =C(Cii |A). A

Ha inimeras propriedades, satisfeitas por operadores de Tarski, que ndo valem em geral quan-
do os operadores sdo cumul ativos. V ejamos algumas dessas propriedades.

Proposi¢ao 1.1.4 (Scheer, 2002): Sejam C um operador cumulativo sobre X e | um conjunto indexado tal
que, paratodoi | I, temosqueA ;i X.Entdo, ndo valem em geral as seguintes propriedades:
@)C(Cit ANl CipiCA).
BYEiT CAnl CEiT AN
©)CE i1 1A)=C(E i1 1CA).
(d)CCii11A)=C(@Ci71CA)).
Demonstracao:

Apresentaremos contra-exempl os apenas para os casos dositens (') e (d').
(@) Consideremos, no exemplo anterior Y =X, I ={1, 2}, A;={a, b} eA,={a c}. Entdo, C(A1 G A,) E
C(A1) C C(A2).
(d") Consideremos, no exemplo anterior Y = X, | = {1, 2}, A; = {a} e A, = {b}. Entéo, C(A; C Ay)?*
C(C(A1) C C(A2)). A

Diversas | 6gicas ndo-classicas da literatura possuem uma caracteristica comum: apesar de néo-
cléssicas séo |6gicas com operador de conseqiiéncia monotdnico. H& ainda | égicas que estendem a l6gica
classica, isto €, se C € operador de conseqiiéncia dessas ldgicas, entdo C,(G) | C(G), para todo conjunto
de férmulas, quando G, é o operador dedutivo classico. Eta propriedade é destacada a seguir, para C
operador cumulativo.

Definigdo 1.1.5 (Makinson, 1992): Sejam G, um operador de Tarski e C um operador cumulativo, ambos
sobre uma linguagem L. Se, paratodo Gi For(L), G, (G I C(G), dizemos que C é um operador supra-
classico relativamente a C,,. Denotaremos esse fato por C,, £ C.

Observamos que, da Defini¢go 1.1.5, segue que paratodo Gi  For(L):
G (C(G)) = C(G () = C(G).
Além disso, notamos que podemos trocar o operador de Tarski G, por um operador cumulativo C* qual-
quer e, assim, obtermos uma relacdo entre conjuntos fechados de L.
Martins (1997) observa que a base monotdnica ndo precisa ser caracterizada pelo operador de-
dutivo cléssico, assim, o termo operador supraclassico pode ser substituido pela denominagéo operador
supradedutivo.

Proposic¢éo 1.1.6 (Scheer, 2002): Consideremos os operadores cumulativos C* e C sobre L. Se, paratodo
Gi For(L),C*(Q1 C(G), entdo todo conjunto fechado segundo C é um conjunto fechado segundo C*.
Demonstracao:

Defato, seja G fechado em L segundo C, isto €, G = C(G). Pelaincluséo,
Gi C*(G) e, por hipétese, C*(G) | C(G) =G. Logo, C*(G) =G. A

Corolério 1.1.7 (Scheer, 2002): Sejam os operadores C, e C, respectivamente operador de Tarski e cu-
mulativo, ambos sobre L. Assim, C,£ C se, e somente se, todo conjunto fechado segundo C é um conjun-
to fechado segundo C,.

Demonstracéao:

(P ) Segue da Proposicéo 1.1.6. A

Definicao 1.1.8: Sejam C um operador cumulativo supraclassico e G, um operador de Tarski, ambos
sobreumalinguagem L.
(i) O operador C é distributivo, relativamente a C, se, e somente se, paratodosG, D, F | For(L),
C(GED)C C(GE F)I CGE (Ci(D)C Ci(F))).
(ii) O operador C é dedutivo, relativamente a C,, se para conjuntosG, DI For (L),
C(GE D)I GC\(GE C(D)).

Definicao 1.1.9: Um operador cumulativo C sobre L é supracompacto se, para qualquer subconjunto
finito GI  For(L), C satisfaz a propriedade:
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al C(G) se, esomentese, existe &1 Gtal queal C(& E D), paratodoDi C(G).

Freund e Lehman, (1991, 1993) apresentam varios resultados acerca dos operadores cumulati-
vos dedutivos e distributivos. Para os operadores cumul ativos supracompactos, ver (Freund, 1990).

2. L6gicas e Tradugdes entre L 6gicas

Da Silvaet al., (1999) introduzem conceitos bastante gerais de l6gica e de traducéo entre 16gi-
cas. Em (Feitosa, 1997) e (Feitosa; D’ Ottaviano, 2001) éintroduzido o conceito de traducéo conservativa.
Com as traducgdes conservativas podemos verificar a validade de certas propriedades de uma légica em
funcdo de outra l6gica, pois a definicdo de traducéo conservativa envolve uma relagéo de reciprocidade
entre as ldgicas envolvidas na respectiva traducdo. Varios resultados que fornecem condi¢des necessarias
e suficientes para que aplicacdes entre l6gicas sejam tradugdes conservativas, juntamente com algumas
tradugdes conservativas envolvendo a ldgica classica e vérias |6gicas ndo classicas encontram-se também
em (Feitosa, 1997) e (Feitosa; D’ Ottaviano, 2001). Salientamos que os operadores de conseqliéncia des-
sas | 6gicas séo operadores de Tarski.

Como em (Scheer, 2002), na préxima secdo estendemos 0 conceito de légica, e assim, apre-
sentamos uma nova classe de légicas cujos operadores sao operadores aumulativos. Alguns resultados
vélidos para as |6gicas, cujos operadores de conseqiiéncia séo operadores de Tarski, continuam validos
paraanova classe de | 6gicas. Também séo obtidos alguns resultados originais.

2.1 L dgicas Cumulativas

Definicdo 2.1.1: Umalégica cumulativa éum par L = (L, C), em que L é um conjunto qualquer e C é um
operador de conseqiiéncia cumulativo sobre L. Quando C é operador de conseqgiiéncia de Tarski, dizemos
gue L é umaldgica de Tarski, ou simplesmente umaldgica.

Observamos que neste artigo, a menos que cause confusao, ndo faremos distingdo entre o sim-
bolo L que caracterizaumalégicae o simbolo L em que o operador de consequiéncia C esta definido.

Podemos definir um operador de Tarski sobre um conjunto qualquer X através de um subcon-
junto das partes de X fechado paraintersec@es arbitrérias.

Em (Feitosa, 1997) a demonstracéo da proposicao que se segue é apresentada em detal he.

Proposicéo 2.1.2 (Feitosa, 1997): Sejam X um conjunto ndo vazioe J | A (X), tal queX 1T J e J é
fechado para intersecdes arbitrarias. Entéo, existe um Unico operador de Tarski Cy definido em X para o
qual osfechados de X s3o0 exatamente os elementosde J . A

A partir da caracterizagcdo de um operador de Tarski através de conjuntos fechados, construi-
mos outros operadores de consequiéncia. A saber, operador de conseqiiéncia induzido e operador de con-
sequiéncia co-induzido.

Defini¢do 2.1.3 (Feitosa, 1997): Sgjam L = (L, G) uma légica de Tarski A um conjunto qualquer ndo
vazio e umafuncio G: A ® L. Dizemos que a aplicaco Ca: A (A) ® A (A) é o operador de conseqiién-
ciainduzido por G eL em A quando, dado E | A, E é um conjunto fechado em A se, e somente se, E =
G (D), onde D é um conjunto fechado de L.

Definicdo 2.1.4 (Feitosa, 1997): Sejam L = (L, G) uma légica de Tarski, B um conjunto qualquer ndo
vazio eumafuncio F: L ® B. Dizemos que a aplicacio Cs: A (B) ® A (B) é o operador de conseqiién-
cia co-induzido por F e L em B quando, dado E | B, E é um conjunto fechado em B se, e somente se, F*
(E) éum conjunto fechado de L.

De forma mais explicita, a Defini¢do 2.1.3 e a Definic8o 2.1.4 dizem respectivamente que:

(@) O operador de conseqgiiéncia induzido por G e L étal que, paratodo E I A, Ca(E)=C i,
G Y(E;), onde (E;) i1 | éafamiliade todos os conjuntos fechados de L segundo C,,, com G *(E;) E E.

(b) O operador de conseqiiéncia co-induzido por F e L étal que: paratodo E | B, G(E) = C
i1 B, onde (E) 7, € afamilia de todos os conjuntos de B que contém E, tal que Fl (E;) € um conjunto
fechado de L segundo C,..
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Quando induzimos e co-induzimos operadores de Tarski a partir de l6gicas L = (L, C,) e fun-
¢des envolvendo essas |6gicas, algumas propriedades que se referem ao conceito de traducdo sdo vélidas.
O conceito de traducdo serd abordado na préxima se¢do, por ora, vejamos um resultado cuja demonstra-
¢80 pode ser encontrada em (Feitosa, 1997).

Proposicéo 2.1.5: Sgjam asfungdesF: L ® B, G: A ® L easlégicasL = (L, G), B = (B, G), A = (A,
Ca), tal que Cg e C, sao respectivamente os operadores de conseqiiéncia co-induzido e induzido. Ent&o:
(a) A imagem inversa de um fechado em B (fechado em L) é um fechado em L (fechado em A);

(b) Paratodo subconjunto K E {x} deL, sex T Cy(K)entdo F(x) T Cg (F(K)). Da mesma forma, para
todo subconjunto K E {x} de A, sex1 Ca(K)entdio F(x) T C.(F(K)). A

Como o conceito de |6gica cumulativa estende o conceito de |6gica de Tarski, surge natural-
mente a questdo de induzirmos e co-induzirmos operadores cumulativos (ndo-monotdnicos). Primeira-
mente, vejamos como induzir operadores cumulativos.

Proposicéo 2.1.6 (Scheer, 2002): Sgjam L = (L, C) umalégica cumulativa, X um conjunto qualquer ndo
vazio eafuncdio F: X ® L. Além disso, sejaaaplicacdio Cx:A (X) ® A (X), tal que, paratodo A X, Cx
(A) = FYC(C i1 1A ), onde (A ) i1 | é afamilia de todos os conjuntos fechados em L segundo C com A
i FY(A)), paratodoil I. Entdo, Cx € um operador cumulativo sobre X.

Demonstracéo:

Paratodo A | X, Cx(A) esta bem definido, pois existe pelo menos um conjunto fechado de L
com imagem inversa contendo A. O conjunto L satisfaz essa condi¢éo.
(@) Paratodo AT X, Al Cx(A).

De fato, sgja A X, tal que (A;)i | € afamilia de todos os conjuntos fechados em L segundo
C,comAl FYA)), paratodoi T I.Assm, Al FX(Cii1Ai)ecomoC i Al CCii A, entdoA
I FYCG i1 1A) = C(A). o )

(b) Paraquaisquer conjuntos A, B 1 X, tal que Al Bl Cx(A), entdo Cx(A) | Cx(B).

Seiam (Ai)i1 1 e (B;)j1 s respectivamente as familias de todos os conjuntos fechados em L segundo C, tal
que Al FYA),BI FYB), paratodoi T I ej 1 J Pelapropriedade daimagem inversa, F(C(C i |
A) i FYccc i19B)), isto & Cx(A) I Cx(B).

(c) Paratodo A1 X, Cx(Cx(A)) = Ck(A). A

O operador Cy da proposicao anterior € chamado operador induzido por F e L. Se nessa pro-
posicdo L for umaldgicade Tarski, entdo Cy € o operador da Definigcdo 2.1.3.

Proposicéo 2.1.7 (Scheer, 2002): Sejam as l6gicas cumulativas L = (L, C), X = (X, Cx) e aaplicagdo F:
X ® L, tal que Cy é o operador cumulativo induzido por FelL.

(a) Se F é sobrejetora, entdo a imagem inversa de um conjunto fechado em L é um conjunto fechado em
X.

(b) Paratodo subconjunto {x} E K de X, sexT Cyx(K)entdo F(x) T C(F(K)). A

Se alégicacumulativa L = (L, C) é tal que C é operador supracléssico, entdo os operadores
induzidos, respectivamente, operador de Tarski e operador cumulativo, preservam também a propriedade
supraclassica. Além disso, a proposi¢do anterior continuavélida.

Proposi¢éo 2.1.8 (Scheer, 2002): Sejam F: X® L uma fungéo, X um conjunto qualquer ndo vazio, L =
(L, C) umalégica cumulativa com C operador supracléssico e G,x, G: A (X) ® A (X) respectivamente
operador de Tarski induzido e operador cumulativo induzido por F e L. Entéo, Gx £ Cx, isto &, Cx éum
operador supracléssico. A

Proposi¢éo 2.1.9 (Scheer, 2002): Consideremos as ldgicas cumulativas L = (L, C), X = (X, G) e aapli-
cacdo F: X ® L, com G o operador supracléssico induzido por F e L, e C operador cumulativo supra-
cléssico. Entdo:

(a) A imagem inversa de um fechado em L é um conjunto fechado em X;

(b) Paratodo subconjunto {x} E K de X, sex1 Cx(K)entdo F(x) 1 C(F(K)).

Demonstracao:

(a) No caso de C ser operador supracléassico, dizemos que A é um conjunto fechado em L, se A = G,(A),
pois, todo conjunto fechado segundo C € um conjunto fechado segundo C,,. O mesmo vale para os conjun-
tos fechados em X, ou seja, a familia de conjuntos fechados € a familia dos conjuntos fechados segundo
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C.x. Portanto, pela Proposicéo 2.1.5, segue que a imagem inversa de um conjunto fechado em L é um
conjunto fechado em X.
(b) Segue imediatamente da Proposi¢&o 2.1.7 (b). A

Se, na Defini¢do 2.1.4, L = (L, C) é umaldgica cumulativa, Cg ainda é um operador de Tarski.
Assim, a extensdo natural da Defini¢do 2.1.4 para o escopo das |6gicas cumulativas ndo nos fornece um
operador cumulativo (ndo-monoténico). Enunciamos esse resultado abaixo.

Proposicdo 2.1.10 (Scheer, 2002): Sejam L = (L, C) umaldgica cumulativa, X um conjunto qualquer ndo
vazio eumafunco F: L ® X. Além disso, seja a aplicacdio Cx: A (X) ® A (X) tal que, paratodo A | X,
Cx(A)=Cii 1A, emqaue (A )i éafamilia de todos os conjuntos em X que contém A, com Fl(A i) =
C(FY(A)), paratodoi 1 I. Entdo, Cx é um operador de Tarski sobre X. A

Na proposicdo anterior, se L é uma légica de Tarski, G¢ é o operador co-induzido da Defini-
¢cdn 2.1.4.

Proposicdo 2.1.11 (Scheer, 2002): Sejam aaplicagdo F: L ® X, L = (L, C) umaldgica cumulativae X =
(X, Gy umalogica de Tarski, tal que C é um operador supraclassico e Cyx € o operador de Tarski co-
induzido por F e L. Entdo, a imagem inversa de um conjunto fechado em X é um conjunto fechado em L.
A

2.2 Traduges entre L 6gicas

Na definicdo de tradugdo entre légicas, introduzidaem (da Silvaet al., 1999), os operadores de
consequéncia das légicas envolvidas sdo operadores de conseqiiéncia de Tarski. Nesta se¢do, de acordo
com Scheer (2002), estendemos a definicdo de traducdo entre | 6gicas admitindo que as |6gicas sdo | 6gicas
cumulativas. Alguns dos resultados apresentados sdo extensdes naturais de resultados validos para as
I6gicas de Tarski. Novos resultados surgem a partir da definicdo de operador cumulativo apresentada na
Secéo 1.

Definicao 2.2.1: Dadas duas ldgicas cumulativas L1 = (Ly, G) e L, = (Lp, &), umatraducéo de Ly em L,
éumaaplicacdio T: L1 ® L, tal que, paratodo subconjunto A E {x} de Ly,
sex1 Ci(A)entao T(X)T C,(T(A)).

Quando L, e L, sdo linguagens formais, umatraducéo entre asldgicasL; e L, é uma aplicacéo

T: For(Ly) ® For(Ly) tal que, paratodo subconjunto GE{a} | For(Ly),
se Gl~cra entdo T(QU~co T(a).

L embramos que, para um operador cumulativo C, a T C(G) se, e somente se, Gl ¢; a.

Usualmente, denota-se aaplicagdo T: Liy® Lo por T: L1 ® L.

Observamos que, para G= A&, T(4&) = /£ Assim, toda traducdo leva teoremas de L, em teore-
masde L,. SeL; =(Ly, Cny) € Lo=(Ly, C,p) sd0 |6gicas de Tarski, hAumamaneiratrivial de concebermos
uma traduc&o entre essas |6gicas. Basta que exista pelo menos um elementoy T L, tal quey T G (4.
Desse modo, definimos a aplicacdio T: Ly ® L, como T(x) =y, paratodo Xi Li. Assim, T(A) = {y}, para
todo Al L. Logo, sex T Cu(A)entdo T(x) T T(A) I Cua(T(A)). Esta maneira de concebermos tradu-
¢Oes também vale quando L; e L, sdo |6gicas cumulativas.

Proposicdo 2.2.2: A aplicagdo T: L1 ® L,,com L, e L, ldgicas cumulativas, € umatraducéo se, e somen-
tese, T(C1(A)) I C(T(A)), paratodo Al Ly, onde T(A) ={T(x)/xi A}.A

A classe das |6gicas de Tarski e a classe das tradugdes entre estas |6gicas determinam uma ca-
tegoria®. Esta categoria é denotada por T;. Além disso, verificamos que a categoria T, é completa e co-
completa, ou sgja, T, é bi-completa. Em (Feitosa, 1997) e (da Silva et al., 1999) as demonstracdes destes
resultados sdo encontradas. De forma andloga, verificamos que a classe das |6gicas cumul ativas e a classe
das traducdes entre estas | 6gi cas também determinam uma categoria.

Teorema 2.2.3 (Scheer, 2002): A classe das |6gicas cumulativas e das tradugdes entre elas constitui uma
categoria. A

2 Como referéncia para o estudo de categorias, ver (Goldblat, 1984) ou (Bell, 1988).
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Denotamos essa categoria, cujos morfismos sdo as fungdes de tradugdes, por T, cym-
Proposigdo 2.2.4 (Scheer, 2002): A categoria T, € umasubcategoriade T, cym. A
Corolério 2.2.5 (Scheer, 2002): A categoria T, € uma subcategoriaplenade T, cym. A

Um resultado importante para o desenvolvimento de uma teoria geral de traduces, no escopo
da categoria T;, € o que fornece uma série de equivaléncias para que determinadas aplicacdes sejam con-
sideradas traducdes.

Teorema 2.2.6 (da Silvaet al., 1999): Sqaaaplicagdo T: L1 ® Ly com L; = (Lg, G) e L, = (Lo, &)
I6gicas de Tarski. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes.

() T éumatraducao;

(b) Paraqualquer X i Ly, G (T(Cy(X))) = Co(T(X));

(c) A imagem inversa de um conjunto fechado € um conjunto fechado;

(d) Paratodo Y | L, C(T X(Y)) T T H(Cx(Y)). A

A demonstracéo deste teorema pode ser encontrada em (Feitosa, 1997). Entretanto, sob o es-
copo dacategoria T, cum, 0 teoremando é valido. Para obtermos esse resultado quando L; e L, sdo |4gicas
cumulativas, precisamos adicionar novas hipoteses. Original mente, esse resultado foi obtido por Coniglio,
D’ Ottaviano e Martins e apresentado no Seminario Regular de Logica do Grupo de Légica Tebrica e
Aplicada (GLTA) do Centro de Légica, Epistemologia e Histéria da Ciéncia (CLE) da UNICAMP, no
ano de 2000. Em Scheer (2002) encontramos 0 novo teorema, que apresentamos a seguir, com uma das
hipoteses acima mencionadas eliminadas.

Teorema 2.2.7: Sejaaaplicagdo T: L;® L, com L; = (L, ) e L, = (Lp, C) l6gicas cumulativas. Além
disso, suponhamos que:

(1) G (Y) T C(T(TH(Y))), paratodo Y | Ly;

(2 G T CLTHC(TX)));

(3 CLTHY) T CTHCAY)), paratodo Y 1 Lo.

Nessas condi¢des, as seguintes afirmagdes sao equival entes:

() T éumatraducao;

(b) Paraqualquer X I Ly, Co(T(Cy(X))) = Co(T(X));

(c) A imageminversa de um conjunto fechado é um conjunto fechado;

(d) Paratodo Y i L, Cy(T HY) T T HCy(Y)).

Demonstracao:

(@ P (b) Como T é traducéo, pela Proposicdo 2.2.2, para qualquer X | Ly, T(Ci(X)) I Cx(T(X)) e, pela
inclusdo, X I Cy(X). Logo, T(X) I T(Cy(X)) I Cx(T(X)) e dai, pela condicdo cumulativa, G(T(X)) =
Co(T(Ci(X)))- Portanto, paraqualquer X I Ly, C(T(Ci(X))) = C(T(X)).

(b) P (a) Pelainclusio, T(Cy(X)) | Cy(T(Ci(X))) e, por hipdtese, G(T(C1(X))) = G(T(X)), para qual-
quer X I Ly Logo, T(Ci(X)) I Cy(T(X)), ousgja, T étraducao.

(d)p (c)SeaY i Ly tal queY = Cy(Y). Por hipétese, C; (T (Y)) I TH(C(Y) eTHY)i C (T Y)).
Portanto, C,(T™1(Y)) = T-X(Y), ou sgja, aimagem inversa de um conjunto fechado é um conjunto fechado.
(@ P (c) Utilizamos a hipétese (1).

(c) b (a) Utilizamos a hipdtese (2).

(6) b (d) Utilizamos a hipétese (3). A

A demonstracdo em detal he do teorema anterior pode ser encontrada em (Scheer, 2002). Nesse
teorema, através das hipéteses (1), (2), (3) vemos que, para certos conjuntos de L; e L,, os operadores C;
e C, comportamse como operadores monotdnicos. Notamos que, quando uma das duas légicas L, e L,
for umalogicade Tarski, algumas das hipoteses (1), (2), (3) do Teorema 2.2.7 podem ser desprezadas.

Proposi¢éo 2.2.8 (Scheer, 2002): Sejam aaplicagdo T: L;® Ly, Ly = (L, C;) umaldgicacumulativae L,
= (Lp, G;) éumaldgicade Tarski. Se T € umatraducéo de L; em L, ent8o aimagem inversa de um con-

junto fechado em L, é um conjunto fechadoem L; A

A seguir, introduzimos resultados novos rel ativos a traducées envolvendo |6gicas cumulativas;
em particular, no Teorema 2.2.11 sdo demonstrados resultados que correspondem aos resultados do Teo-

Revista Eletronica Informagéo e Cognicéo, v.4, n.1, p.47-60, 2002-2005. |SSN:1807-8281



rema 2.2.7, porém no caso em que a funcdo considerada é sobrejetora e uma das | 6gicas envolvidas é de
Tarski e aoutra é umaldgicacumulativa.

Proposicéo 2.2.9: Sgjam aaplicagdio T: L; ® Ly, Ly = (Ly, C;) umaldgicade Tarski e L, = (L, C;) uma
|6gicacumulativa:

(i) (Scheer, 2002) Se a imagem inversa de um conjunto fechado em L, € um conjunto fechado em L,
entdo T éumatraducdo delL; em Ly;

(ii) Se aimagem inversa de um conjunto fechado em L, é um conjunto fechado em L; entdo, paratodo Y
I Lo, CUTHY)) T TH(C(Y)).

Demonstracao:

(ii) Seja um conjunto qualquer Y i L,. Entdo, TX(Y) i T }Cx(Y)). Como G, é um operador de Tarski,
segue que Ci(T™(Y)) I Cu(T (Cx(Y))). Por hiptese, Co(T"H(Cx(Y))) = T H(Cx(Y)). Portanto, Ci(T"(Y))
I THCAY)).A

Nas duas proposi¢des anteriores a atencéo € dada apenas aos itens (a) e (¢) do Teorema 2.2.7,
pois esses itens séo mais relevantes, haja visto que, a partir de conjuntos fechados, foram definidos opera-
dores induzidos e co-induzidos. A Proposicao 2.2.8, que é semelhante a (@) b (c) no Teorema 2.2.7, ndo
utiliza a hipétese (1) desse teorema; a Proposicdo 2.2.9 (i), que é semelhante a (¢) b (a), ndo utiliza a
hipotese (2); e aparte (ii) dessa proposicao, que € semelhantea(c) b (d), ndo utilizaa hipétese (3).

Proposicéo 2.2.10: Sgjam L, = (L;, C;) e L, = (Lp, G) l6gicas currulativas e a aplicagdo sobrejetora T:
L1 ® Ly. SeT étraducao entdo, paratodo Y I Ly, Co(T X(Y)) i T HCx(Y)).

Demonstragao:

Seja um conjunto qualquer Y I L,. Como T é sobrejetora, existe Xo I Ly tal que T(Xo) = Y.
Além disso, como T étraducdo, T(CU(T 1 (Y))) I C(T(T X(Y)))
(ver Proposicdo 2.2.2). Aplicando T a ambos os lados dessa express3o, resulta que C, (T-X(Y)) I T 4G,
(Y)).A

A partir da Proposi¢ao 2.2.9 e Proposic¢do 2.2.10, obtemos um resultado andlogo ao Teorema
2.217.

Teorema 2.2.11: Sgja L = (L;, C;) umaldgica de Tarski, L, = (Lp, C;) uma légica cumulativa e a aplica-
¢do sobrejetoraT: L; ® L,. Asseguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) T éumatraducso;

(b) Paraqualquer X I Ly, G2 (T(Cy (X)) = C(T(X));

(c) A imagem inversa de um conjunto fechado é um conjunto fechado;
(d) Paratodo Y i Ly G (THY) T T HC(Y)).

Demonstracéao:

(@ U (b) Ver Teorema 2.2.7.

()b (a) Ver Proposicéo 2.2.9 (i).

() b (d) Ver Proposi¢éo 2.2.9 (ii).

(& P (d) Ver Proposi¢édo 2.2.10.

(d)b (c) Ver Teorema2.2.7. A

Na préxima segdo iremos tratar das tradugdes conservativas.
2.3 Traduces Conser vativas

A definicdo de traducdo entre |6gicas ndo fornece uma relacdo de reciprocidade entre as 16gi-
cas envolvidas. Isto ndo ocorre com as chamadas traducdes ®nservativas. A partir dessas traducdes,
podemos verificar a validade de certas propriedades de uma légica em fungéo de outra |égica, por isso as
traducdes conservativas merecem atencao especial.

O conceito de tradugdo conservativa foi introduzido por Feitosa e D’ Ottaviano em (Feitosa,
1997) e (Feitosa; D’ Ottaviano, 2001), e refere-se a classe das | 6gicas de Tarski.

Em (Scheer, 2002), o conceito de traducéo conservativa € estendido para a classe das |6gicas
cumulativas e sdo demonstrados todos os resultados que apresentamos nesta se¢ao.
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Definigdo 2.3.1: Umaaplicagdo T: L1 ® L, entre aslogicas cumulativas L; = (Ly, C) e Ly = (L, C) €
umatraducao conservativa se, paratodo conjunto A E {x} de Ly,
xT Ci(A) se, esomentese, T(x)T C,(T(A)).

Quando L; e L, sdo linguagens formais, de forma andloga a defini¢éo de traducdo, uma tradu-
c&o conservativa é uma aplicacdo T: For (L1) ® For (L) tal que, para todo subconjunto GE a 1 For
(La):

Gl c1a se, esomentese, T(QU- 2 T(a).

Varios resultados que fornecem condic¢Bes necessdrias e suficientes para que aplicagdes entre
|6gicas sejam tradugdes conservativas e algumas tradugdes conservativas envolvendo a ldgica cléssica e
varias | 6gicas ndo-cléassicas sao encontrados em (Feitosa, 1997) e (Feitosa; D’ Ottaviano, 2001). A classe
das ldgicas de Tarski e das traducbes conservativas entre essas |6gicas forma uma subcategoria co-
completa de T,. Esta subcategoria é denotada por T, con (Feitosa, 1997). Com relacéo a classe das l6gicas
cumulativas e das tradugdes conservativas vejamos um resultado sobre categorias.

Proposicdo 2.3.2: A classe das l6gicas cumulativas e a classe das traducfes conservativas entre estas
| gi cas determinam uma categoria, denotada por T, cum con. A

Com este resultado, vemos que T; cum con € Uma subcategoriade Ty cym.

A seguir, estendemos para as ldgicas cumulativas o resultado que encontramos em (Feitosa,
1997), que nos fornece uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma aplicagdo T entre légicas de
Tarski sejaumatraducéo conservativa.

Teorema 2.3.3: Umatradugdo T: L; ® L, com L; = (L3, G) e L, = (L, Cy) I6gicas cumulativas, € uma
traduco conservativa se, e somente se, T'* (C,(T(A))) i C:(A), paratodo Al L;.

Demonstracéao:

P)SexT THC(TA))), entdo T(X) T T (T HC(T(A)) I C(T(A)). Logo, T(x) T C, (T(A)). Como
T étradugdo conservativa, segue quex T Ci(A).

(P ) Sejaum conjunto qualquer A E {x} delL;. SeT(x) T G(TA), entio TH(TX) I T (G (TA))).
Dai, por hlpot&ee THTX) I CL(A). Comox T T 1(T(x), temosquex T Ci(A). E claro que, se x 1
Ci(A) entdao T(x) T Cx(T(A)), pois T étraducao. A

Vejamos a seguir o que ocorre quando em uma traducdo conservativa pelo menos uma das 16-
gicas envolvidas é umaldgica de Tarski.

Proposicéo 2.3.4: Sejam as aplicagdes T: L ® L, e Cy. A (Ly) ® A (Lp), com L = (L, G,) umaldgica de
Tarski. Além disso, paratodo conjunto A E {x} deL,
xT C,(A) se, esomentese, T(X)T C,(T(A)).

Se T é sobrejetora entdo, paratodo B, D | Ly, tal queB i D, Cy(B)i Cy(D).
Demonstragéo:

Sgam B, D Lyeyl C,(B), ta queB i D.Como T é sobrejetora, entfo existem conjuntos
E,FI Ly, tasqueT(E)=BeT(F)=D,comE | F, eexisteum elementox T L;, com T(x) =y. Logo,
T(x) T C,(T(E)). Dali, por hipGtese, segue que x T C,(E). Como G, é operador de Tarski e E | F, entdo x
T G.(F). Novamente, por hipotese, temos que T(x) T G, (T(F)), isto &, y T C, (D). Portanto, C, (B) I G,
(D). A

Proposicdo 2.3.5: Sejam as aplicacdes T: L1 ® L e Cp. A (Ly) ® A (Ly),com L = (L, G)) umaldgica de
Tarski. Além disso, paratodo conjunto A E {x} deLy,
x1 Ci(A) se, esomentese, T(X)T Cy(T(A)).

Ent&o, paratodo B, Di Lj talqueBi D, Ci(B)i Ci (D).
Demonstracao:

Sejam B, D | Ly, tal que B i D. Como G, € um operador de Tarski, segue que C,(T(B)) |
C.(T(D)). Pois bem, por hipdtese, se x 1 C; (B) entdo T(x) T C(T(B)). Logo, T(x) I Cn(T(D)). Da,
novamente por hipétese, seguequex 1 C; (D). Portanto, C,(B) I Cy(D). A

Dessas proposi ¢des, considerando-se duas | dgi cas quai squer, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 2.3.6: Dada uma tradugdo conservativa sobrejetora T entre as I6gicas L; e L,, L1 € umaldgica
de Tarski se, e somente se, L, € umaldgicade Tarski. A

Nas condic¢des do teorema acima, se a aplicagdo T ndo for sobrejetora, 0 conjunto imagem de
T deve comportar-se monotonicamente. Assim, traducfes conservativas entre |6gicas de Tarski e |6gicas
cumulativas sdo divididas em classes distintas.

Consideremos uma aplicacdio T: L1 ® Ly, Ly = (L, C;) e L, = (Lp, C;) l6gicas cumulativas,
com os operadores C, e C, supraclassicos relativamente a C,; e Gy, ou sgja, Gy £ C; e Gy, £ C,. Nesses
termos, de acordo com a defini¢do de tradugcdo consavativa (Defini¢cdo 2.3.1), podemos pensar em outras
condicdes paraque aaplicacdo T sejaumatraducdo conservativa. Vejamos quais sdo estas condi¢oes:

(") xT Cy(A) se, esomentese, T(X) T Gz (T(A)):
(i) x T Chi(A) se, esomentese, T(x) T Caz (T(A)):
(ii") xT Cni(A) se, esomentese, T(X)T C,(T(A)).

Se C; é um operador cumulativo (ndo-monotdnico), acondicdo (i) ndo pode ser valida, pois,
se isto ocorrer, a Proposicéo 2.3.5 nos diz que C, deve ser um operador de Tarski. Se a condicao (iii*) for
vélida, pela Proposicéo 2.3.4, o operador C, deve ser um operador de Tarski, isto é, L, deve ser umaldégi-
cade Tarski. No caso em que a condicdo (ii’) for vélida, problemas deste tipo ndo ocorrem, ou seja, po-
demos considerar L; e L, légicas cumulativas, de modo que tradugdes conservativas entre essas |6gicas
sdo tradugdes entre as partes monotdnica e ndo-monotdni ca das respectivas | dgicas.

Proposicdo 2.3.7: SgjaT: L; ® L, umatradugéo conservativaentre asldgicas cumulativasL, = (L; C;) e
L, = (Ly, &), tal que C; € operador supracléssico relativamente a G,,. Além disso, para um operador de
Tarski G, sobre L; e paratodo A E {x} de L, temos que:
xT Cyi(A) se esomentese, T(X) T Cna (T(A)).
Entdo, C,1 £ C,, isto é, C; é supraclassico comrelagdo a G,
Demonstracao:
Paratodo AE{x} de L,
xT Ci1(A) se, esomentese, T(X) T Cna (T(A)).
Como, Gy, £ Gy, entdo T(x) T C,(T(A)). Dai, x T C;(A), pois T étraducéo conservativa. Portanto, se x T
Cu(A)entdox] Cy(A),istoé C,£ C. A

A partir da Proposi¢do 2.3.4 e Proposi¢cao 2.3.5, dadas quaisquer duas l6gicas da categoria T,
cum.» Verificamos que nem sempre existe tradugcdo conservativa entre essas | dgicas.

Corolério 2.3.8: SgjaL; = (L;, C;) umaldgica cumulativa (ndo-monotdnica). Entdo, para qualquer |égica
deTarski L, = (L, G;), néo existe tradugdo conservativade L, em L.
Demonstracéao:

Se existir traducdo conservativaT: L1 ® L, entdo, pela Proposi¢cdo 2.3.5, L, deve ser umalo-
gicade Tarski (0 que nfo é o caso). A

Corolério 2.3.9: Sgja L, = (Ly, C;) uma logica cumulativa (ndo-monoténica). Entdo, para qualquer |égica
deTarski L1 = (L1, C1), ndo exste tradugdo conservativa sobrejetorade L, em L.
Demonstracao:

Segue imediatamente da Proposicdo 2.3.4. A

Quando uma aplicagdo entre as légicas cumulativas Ly = (Ly, C;) e L, = (Lp, G) € uma tradu-
¢do conservativa, com G,1 £ C;, e C,, £ C,, a propriedade dedutiva e a condi¢do supracompacta sao pre-
servadas de uma |dgica para outra. Lembramos que, neste caso, a aplicagdo T é uma traducdo conservati-
vaentre as partes monotdnicas e ndo-monotonicas das respectivas ldgicas. Assim, T satisfaz as condicGes:

(i) xT Gy (A) se, esomentese, T(xX) T Cna (T(A)).

(i) xT Ci(A) se, esomentese, T(X) T C,(T(A)).

Proposicdo 2.3.10: SgjaT: Ly ® L, uma tradugéo conservativa sobrejetora entre as 6gicas cumulativas
Li=(L, G)el,=(L, &), ta que Gy £ C; e G, £ C,. Se G é um operador dedutivo, entdo C, éum
operador dedutivo.
Demonstracao:

Sejam os conjuntos D, E | L, tal quey T C, (D E E). Como T é uma tradugo sobrejetora,
existem conjuntos A, B | L, tais que T(A) = D, T(B) = E eum elemento x T L; com T(x) =y. Logo,
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TX) T C,(T(A) E T(B)). Dai, como T é tradugdo conservativa, segue que x I C; (A E B). Do fato de
que C, é operador dedutivo segue que x 1 Gy (A E Ci(B)). Novamente, pelo fato de que T é tradugio
conservativa, resultaque T(x) T Cn, (T(A) E T(C; (B))). Lembramos que, pela Proposicdo 2.2.2, T (C,
(B) I G, (T(B)). Logo, T(X) T Cuz (D E C, (E)). Portanto, C, (D E E) | Cn, (D E C, (E)), ou seja, G é
um operador dedutivo. A

Proposicéo 2.3.11: SejaT: L; ® L, umatradugdo conservativa sobrejetora entre as l6gicas cumulativas
Li= (L, C)ely= (L, G), tal que Gy1 £ C; e CGyp £ C,. Se C; € um operador supracompacto, entdo C, €
um operador supracompacto.

Demonstracao:

Sgam Al Lyeyl C,(A), onde A é um subconjunto finito de L,. Queremos mostrar que e-
xiste um subconjunto finito Ag I A tal queyl C, (Ao E D), paratodoD i C,(A).

De fato, como T é sobrejetora, seyl C,(A), exissemB [ Lyex T Ly, taisque T(x) =y e T(B)
= A, onde B é um conjunto finito. Assim, T(x) T C(T(B)) e, pelo fato de T ser traducdo conservativa,
seguequex T C; (B). Pela condicdo supracompacta de C;, existe um subconjunto finito By i B tal que x
T C.(By E E), paratodo E | C; (B). Novamente, como T é traduco conservativa, segue que T(x) T G,
(T(Bo) E T(E)), isto é, yT C, (Ao E T(E)), onde Ag = T(Bo). Lembramos que T(E) i C, (A), pois T é
traducdo (ver Proposicéo 2.2.2). Sem perda de generalidade, no lugar de T(E) podemos considerar qual-
quer conjunto D I C,(A), pois T é sobrejetora. Portanto, C, é operador supracompacto. A

Se nas duas proposicdes anteriores T ndo é sobrejetora, entdo estes resultados referem-se a i-
magem da aplicagdo T (Im(T)), isto &, C, € um operador dedutivo ou supracompacto sobre o conjunto Im

M.
3. Consideragoesfinais

Provéaveis assuntos (questfes) a serem abordados para complementarmos o que foi apresenta-
do nesse artigo sdo citados a seguir.

1) Complementar a abordagem categorial, analisando questdes como: A categoria T, cym pOS-
sui produto e co-produto?

O que queremos obter sdo resultados que possam nos auxiliar na investigagéo de propriedades
gue sdo preservadas via traducdes (traducbes conservativas). Quando tratamos somente de |6gicas de
Tarski, os resultados decorrentes da abordagem categorial realizada sobre a classe dessas |égicas nos
auxiliam na obtengdo de resultados que caracterizam a existéncia ou ndo de traducdes (tradugbes conser-
vativas). Pensamos que o0 mesmo podera ocorrer com a classe das |6gicas cumulativas.

2) Existem varias subfamilias de operadores cumulativos. A saber, operadores distributivos,
operadores dedutivos, operadores supracompactos, entre outros. Mas, quais das propriedades que caracte-
rizam essas subfamilias de operadores cumulativos sdo preservadas via tradugdes (tradugdes conservati-
vas)? Quais ndo sdo preservadas? Vimos que algumas propriedades sdo preservadas, por exemplo, a pro-
priedade dedutiva e supracompacta.

3) Exibir exemplos de traducdes, preferencialmente de traducBes conservativas, entre 16gicas
cumulativas. Estes exemplos também podem esclarecer e/ou justificar propriedades satisfeitas pelas |16gi-
cas envolvidas em tais traducfes. Possiveis propriedades poder&o surgir apartir destas traducées.

4) Uma abordagem seméntica podera ser realizada sob o escopo da categoria T, cym, Ora de um
ponto de vistamais geral, ora paraldgicas particul ares pertencentes a esta categoria.

Enfim, sdo muitas as questdes envolvendo |6gicas ndo-monotdnicas e traducdes entre elas que
precisam ser investigadas. Uma Teoria Geral de Tradugfes constitui um tema bastante proficuo de inves-

tigacéo.

Abstract: In this paper, the concepts of cumulative logic and of translations between cumulative logics
are introduced. Some results that characterize the existence of conservative translations between cumula-
tivelogics and that guarantee the preservation of some of the properties of the logics are also presented.

Keywords. Cumulative operators, cumulative logics, translations between cumulative logics.

Referéncias Bibliogr &ficas:

Revista Eletronica Informagéo e Cognicéo, v.4, n.1, p.47-60, 2002-2005. |SSN:1807-8281



BELL, JL. Toposes and local set theories: an introduction. Oxford: Claredon Press, 1988.

BROWN, D. J.,, SUSZKO, R. Abstract Logics. Dissertationes Mathematicae, n. 102, p. 1-41. Poland,
Warszawa, 1973.

DA SILVA, J. J, D’OTTAVIANO, |I. M. L., SETTE, A. M. Translations between logics. Lecture Notes
in Pure and Applied Mathematics, Models, Algebras and Proofs; v. 203, p. 435-448, 1999.

ETCHEMENDY, J. The concept of logical consequence. The David Hume Series — philosophy and cog-
nitive science reissues. CSLI Publications: Leland Stanford Junior University, USA, 1999.

FEITOSA, H. A TraducGes conservativas, 1997. 161 p. Tese (Doutorado em Légica e Filosofia da Cién-
cia) - Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, 1997.

FEITOSA, H. A., D'OTTAVIANO, |. M. L. Conservative translations. Annals of Pure and Applied
Logic. Ed: North Holand, Amsterdam, v. 108, p. 205-227, 2001.

FREUND, M. Supracompact Inference Operations. Lecture Notes in Artificial Intelligence. In; PROCED-
INGS 1* INTERNATIONAL WORKSHOP KARLSKUHE, Germany, p. 59-73, 1990.

FREUND, M., LEHMANN, D. Deductive inference operations. Lecture Notes in Artificial Intelligence,
v. 478, p. 227-233, 1991.

FREUND, M., LEHMANN, D. Nonmonotonic inference operations. Bulletin of the IGPL, Oxford Uni-
versity Press,v. 1, n. 1, p. 23-68, 1993.

GABBAY, D. M. Theoretical foundations for nonmonatic reasoning in expert systems. Logics and Mod-
els of Concurrent Systems, Computer and System Sciences, v. 13. Springer-Verlag, Berlin, 1985.

GOLDBLATT, R. Topoi —the categorical analysis of logic. Amsterdam: North Holland, Revised Edition,
1984.

KRAUS, S, LEHMANN, D., MAGIDOR, M. Nonmonotonic reasoning, preferential models and cumula-
tivelogics. Artificial Intelligence, v. 44, p. 167 — 207, 1990.

KALUZHNY, Y., LEHMANN, D. Deductive nonmonotonic inference operations: antitonic representa-
tions. Journal of Logic and Computation, v. 5(1), p. 11-122, 1995.

MAKINSON, D. General theory of cumulative inference. Lecture Notes in Artificial Intelligence, v. 346,
p. 1-18. Springer Verlag, 1989.

MAKINSON, D. Genera patterns in non-monotonic reasoning. In: Handbook of Logic Artificial Intelli-
gence and Logic Programming. Oxford University Press, 1992 v. 2, p. 35-108.

MARTINS, A. T. A syntatical and semantical uniform treatment for the IDL & LEI non-monotonic sys-
tem, 1997. 225 p. Tese (Doutorado em Computagdo) - Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza, Univer-
sidade Federal de Pernambuco, Pernambuco, 1997.

RICH, E. Artificial Intelligence. Tradugdo: Newton Vasconcel os. Sdo Paulo: McGraw-Hill, 1988.
SCHEER, M. C. Para uma teoria de traducdes entre |6gicas cumul ativas, 2002. 108 p. Dissertacédo (Mes-
trado em Filosofia) - Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas, Universidade Estadual de Campinas,

Campinas, 2002.

TARSKI, A. Logic, semantics, metamathematics — papers from 1923 to 1938. USA: Hackett Publishing
Company, 1983.

WOJICICKI, R. Theory of logical calculi — basic theory of consequence operations. Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers, v. 199, 1988.

Revista Eletronica Informagéo e Cognicéo, v.4, n.1, p.47-60, 2002-2005. |SSN:1807-8281



