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Resumo: A Logica paraconsistente Js foi introduzida por D’Ottaviano e da Costa (1970). Tal
abordagem foi proposta ao considerar o problema de Jaskowski que tratava de aspectos da
paraconsisténcia. Em (1985) D’Ottaviano apresentou um sistema axiomatico correto e completo
para Js. Posteriormente, Feitosa, Cruz e Golzio (2015) introduziram um novo sistema
axiomatico para a logica J;, mais simples em relacdo a primeira formalizacdo. Diante do fato
que o método hilbertiano é pouco intuitivo, hoje, existem sistemas de prova alternativos ao
axiomatico, os quais sdo mais elucidativos e, usualmente, mais rapidos. Dentre eles, destacamos
0 método dos tableaux analiticos. Neste trabalho, apresentamos a Ldgica paraconsistenteJsem
um sistema de tableaux e mostramos a equivaléncia entre a abordagem original e o sistema de
tableaux que introduzimos nestas notas.

Palavras-chave: Logica trivalente. Logica paraconsistente Js. Sistemas dedutivos. Método de
tableaux.

Abstract: Paraconsistent Logic J3 was introduced by D'Ottaviano and Costa (1970). That ap-
proach was motivated by a Javskowski's problem on aspects of paraconsistence. In (1985) D'Ot-
taviano developed a correct and complete axiomatic system for J3. Later, Feitosa, Cruz and
Golzio (2015) introduced a new axiomatic system for the logic J3, which was simpler in relation
to the first formalization. Considering that the Hilbert method for deductive systems is not very
intuitive, nowadays there are alternative systems to the axiomatic one, which are more elucida-
tive and, usually, faster. Among them, we highlight the method of tableaux. In this work, we
present the Paraconsistent Logic J3 in an analytical tableaux system and prove the equivalence
between the original approach and the tableau system introduced in the paper.

Keywords: Trivalent Logic. Paraconsistent logic J;. Deductive systems. Tableaux method.

Introducéo

Em 1948, motivado pela ideia de sistematizar teorias com possiveis
contradicGes, Jaskowski propds o problema que envolvia esta e algumas outras nogdes
de paraconsisténcia. Com o intuito de apresentar uma possivel solugdo para este

problema, D’Ottaviano e da Costa (1970) introduziram a Logica Ja.
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Um sistema de Tableaux para a logica paraconsistente Js

A J:é uma ldgica paraconsistente e foi formalizada a partir de uma semantica
matricial trivalente. Também ¢é classificada como uma légica ndo classica, pois nao
segue todos os principios aristotélicos, em particular o da ndo contradicdo. Assim, em Jz
é possivel que as formulas ¢ e —¢ sejam ambas verdadeiras em algum contexto, sem
que todas as demais formulas decorram dessa situagao.

Em 1985, D’Ottaviano introduziu um sistema axiomatico correto e completo
para a Js, 0 qual era composto por cinco axiomas e duas regras de deducdo. Contudo,
neste trabalho, adotamos o sistema de axiomas para Jz, de acordo com Feitosa, Cruz e
Golzio (2015).

Os sistemas axiomaticos sdo pouco intuitivos e a prova via axiomas, na maioria
das vezes, € trabalhosa. Hoje, existem métodos de prova alternativos ao hilbertiano, que
sdo mais praticos e facilmente computaveis.

Dentre estes sistemas temos o método de tableaux. Este método dedutivo foi
apresentado de uma forma eficiente e elegante por Smullyan (1968).

Trata-se de procedimento dedutivo por refutacdo, isto é, partimos da negacgdo da
formula que gostariamos de provar, expandimos o tableau desta negacdo da férmula
inicial e no caso de encontrarmos uma contradicdo em todos os ramos do tableau,
consideramos que a férmula inicial é valida.

Nestas notas, apresentamos a logica paraconsistente Js em um sistema dedutivo
de tableaux aqui introduzido. Também verificamos a equivaléncia entre este sistema,

denotado por T(Jz),e a abordagem axiomatica da Js.

1. A logica paraconsistente J3

A linguagem proposicional da logica Jz é £ = (—, v, V), em que 0s operadores

representam, respectivamente, a negacdo paraconsistente, a disjuncdo e o operador V
difere os elementos distinguidos dos ndo distinguidos.

As interpretacOes destes operadores sdo dadas pelas tabelas:
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Um sistema de Tableaux para a logica paraconsistente Js

- vl o, \%

0 1 O 1o 1,01 0 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1 1/2 1
1 0 1 | 1 | 1 1

A partir destes operadores, podemos definir alguns operadores derivados como:
Conjungao: EAY =def— (—v—y)

Negagéo forte: ~¢ =ger— Vo

Delta: AQ=der=V—0

Condicional: 0=y =ger—Vovy

Bicondicional: g<>y=def(0—>y) A (y—0)

Consisténcia: 0@=get ~(@A—Q).

Seguem as tabelas dos operadores derivados:

A 0 1/2 1 ~ A

0 0 0 0 0 1 0 0
AAVAIRARRINAK

1

1 0 /2 1 1 0 1 1

— 0 1/2 1 VAN 0 1/2 1 0
0 1 1 1 0 1 0 0 0 1
1/2 0 1/2 1 1/2 0 1/2 1/2 1/2 0
1 0 1/2 1 1 0 1/2 1 1 1

Segue da definicdo da conjuncéo, a partir da disjuncdo, que em Jsvalem as leis de
De Morgan, isto é, —(pvy) <> (A=) € =(pAY) <> (—v—y).
A semantica matricial de Js é dada pela seguinte matriz Iogica:

mis = ({0, %, 1}, {*, 1}, —, v, V)
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com o conjunto de valores designados, valores que assumimos como verdadeiros, D =
{¥%, 1}. A seguir apresentamos a relacdo de consequéncia semantica.

Denotamos por Var(Js) = {p1, p2, ps, ...}0 conjunto das variaveis proposicionais
de Jz e por For(J3) o conjunto das formulas de Ja.

Uma valoracéo para Js é qualquer funcéo:

v: Var(Js) — {0, %, 1},

a qual é estendida de modo Unico para o conjunto For(Js) segundo os operadores
apresentados acima.

Se I'cFor(J3), entdo v (I) = {v (y) : yel'}. Deste modo, apresentamos a
implicacdo logica ou a consequéncia semantica de Js.

Se I'u{op} cFor(J3), entdo T'implicap quando para toda Js-valoracao v, se v(I') <
D, entdo v(¢p) € D, ou seja:

N'=p= v(I) <cD=v(p) €D.

Como consequéncia da definicdo de valoragdo, segue que para toda formula de
J3,se ela é valida segundo uma valoracdo v: Var(Js) — {0, ¥, 1}, entdo também é vélida
segundo a restricdo booleana de v, ou seja, de acordo com a valoragdo Booleana v:
Var(Jz) — {0, 1}, com todos os significados booleanos dos operadores —, A, ve —, em
que ¢ apagado o valor %. Deste modo, toda formula Jz-valida € uma tautologia.

Podemos construir tabelas de verdade para formulas de Jz, que por ser uma

I6gica trivalente, tem como numero de linhas algum multiplo de 3. Vejamos alguns

exemplos:
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(@) o (yv—o):

o o o B

r—ir—ir—ir—i\lf
<o
(=
<o

(P <> —|—|(P

0] 1 0

2| Y ke

1 1 |

(€) o= (pvy):

o> (@] Vv @v)
01 1 0] 0
01 1 v v
01 1 1] 1
Ll | %Y%) o
! 2 1//2 ! 2 ! 2 ! 2
vl 1 |wnl1]1
1|1 |1 |1]0
L] 1|1 |1]%
1|1 |1 |1]1
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(d) =(evy) & (=pA-y):

G| B %| B %] v
o|vul1[1|1]%|o]o
ol1f1|o|1]o |01
o011 |%|1|o o] wn
o111 |1]o oo

. ,pas 1
Nos exemplos acima, a ultima coluna das tabelas assume apenas os valores 1 e >
e, deste modo, podemos concluir que todas estas formulas sdo validas de acordo com

mJs.

(e) Cada formula o do tipo pA—@Ao0@ é contraditdria:

© |- |00 | G
0 1 1 0
v, v | 0| o
1 0 1 0

Neste exemplo, a formula o assume todos os valores iguais a 0, 0 que denotamos

por L. Em contrapartida, uma formula como a negagdo —o, que assume sempre o valor
1 sera denotada por T.

Entretanto, ha algumas formulas tautoldgicas que ndo séo validas segundo?Js.

Apresentamos abaixo alguns exemplos:
(o— (—e—v)
Seja v uma valoracdo de modo que v (@) = %2 e v (y) = 0. Dai, v (p— (—o—v))

=(%—> % —>0)=%—>0=0.
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(9) (=) = (~y—>—9)
Tomemos uma valoragdo v tal que v (p) = 1 e v (y) = %. Dai, v ((p—vy) —

(—y——0)) = (1 > %) = (Y- 0) =% — 0 = 0.

Proposicao 1.1: Se v: For(J3)— {0, 4, 1} é uma Jz-valoracdo, entdo:

(i) v(p) € D =V(p) =Y20uv(p) = 1;
(i) v(—¢) € D < v(9) =% 0u v(p) = 0;
(iiii) V(o) € D <v(p) = 0 ou V() = 1.

Demonstracéo: Imediata das tabelas dos operadores de Ja.

Apresentamos agora 0 sistema axiomatico da Logica Paraconsistente J3 no
ambiente proposicional, que foi desenvolvido com base nas logicas LFI e pelo texto
(CONIGLIO; SILVESTRINI, 2014).

Segue de acordo com Feitosa, Cruz, Golzio (2015) um esquema de axiomas de
Ja:

(AL) 9>(y—0)

(A2) (9> (y—0)) >((9—>v) =(¢—0))

(A3) (pry) ¢

(A4) (ony) >y

(AS) (6—¢) >((c—>y) >(o—(pAY)))

(A6) o—>(ovy)

(A7) y—(pvy)

(A8) (9—0) > ((y—0) >((9Vy) —0))

(A9) =0

(A10) ¢V (9—vy)

(A1) 09— (9—>(=0—y))

(A12) —op—>(pA—9)

(Al3) op—o0—@

(A14) (opAoy) —o(9—y)

(A15) (opAoy) —o(eVy).
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Regra de Deducéo:
(MP) ¢, > yhy.

Feitosa, Cruz, Golzio (2015) demonstraram que 0 sistema axiomatico de Jz é

correto e completo relativo a semantica 11Js.

Logo, temos o seguinte resultado: ' o <=T'=0o.

2. O método dos tableaux

Os sistemas de tableaux para a Ldgica Cléssica, proposicional e
quantificacional, foram apresentados de uma forma elegante por Smullyan (1968).

A origem de tal método, entretanto, estd baseada nos trabalhos de Gentzen
(1935), que introduziu sistemas dedutivos finitos e, na maioria das vezes, mais rapidos
que os demais métodos. Estes sistemas sdo conhecidos como céalculo de sequentes e
deducédo natural.

Tais sistemas de prova seguem o principio da subférmula, o qual determina: se
uma férmula tem uma demonstracdo, entdo ela possui uma demonstracdo em que
ocorrem apenas subférmulas da foérmula inicial. Segundo Smullyan (1968), esta
caracteristica determina o que tem sido chamado de tableau analitico.

Um aspecto importante deste sistema de prova é que se trata de um método de
refutacdo, uma vez que para demonstrarmos que uma férmula ¢ é valida, consideramos,
inicialmente, que ela ndo é valida. Diante disso, expandimos o tableau da formula —e.
No caso de encontrarmos alguma contradicdo em todas as possibilidades de anélise da
férmula—o, podemos concluir entdo que o € valida.

Caso contrario, o tableau apresenta algum ramo aberto, isto &, sem alguma
contradi¢do na expansao de —@. Assim, este mesmo ramo fornece um contra-exemplo
de valoragéo para formula ¢, que a faz falsa.

Além disso, 0 método dos tableaux analiticos também pode ser definido como
um algoritmo e, com isso, faz-se um sistema de decisdo para formulas validas de uma
determinada logica, da mesma forma que as tabelas de verdade sdo para a logica
proposicional classica. Entretanto, cada tableau tem uma enorme vantagem por ser um

procedimento muito mais rapido e econémico.
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O tableau é desenvolvido (ou expandido) através das regras de expansao, as

quais permitem uma analise das formulas de uma dada linguagem £. Outro conceito

importante neste método é o ‘ramo’, 0 qual utilizamos para caracterizar uma sequéncia
possivel de andlise de subférmulas da formula em questéo.

Ademais, Smullyan (1968) apresentou o tableau como sendo uma arvore
ordenada e diédica, pois um ramo pode gerar no maximo duas consequéncias distintas.
No mesmo trabalho, ele apresentou seu método de tableaux tanto para a logica
proposicional cléssica (LPC), como para a légica de primeira ordem cléssica.

Neste artigo, apresentamos o sistema de tableaux para a LPC, de acordo com
Smullyan (1968). Assim, também apresentamos as regras com férmulas marcadas, em

que T representa a verdade (truth) e F representa o falso.

Indicamos que a formula ¢ é deduzida via tableau de T" por T'l-¢.

As formulas neste sistema de prova podem ser de dois tipos:
Formulas do tipo A: as consequéncias das férmulas do tipo A sdo consequéncias
diretas, isto é, permanecem no mesmo ramo e nao geram bifurcacdes.
Férmulas do tipo B: neste caso, as formulas do tipo B ndo sdo diretas e, assim, elas
bifurcam em dois distintos ramos, em que cada um deles é uma possibilidade de analise

da formula dada.

Apresentamos, a seguir, as regras de expansao do sistema de tableaux analiticos
paraa LPC.

Regras do tipo A:

T o F g T oA P
F o T o ! ¢
T p
F avp F oa—>p
F a I a
F i F p
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Regras do tipo B:

Foanp Tavp Ta—p

Fa | FP Ta | TP Fa | TP

Apos a aplicacdo de todas as regras de expansdo possiveis num tableau,
podemos encontrar uma contradicdo num ramo, ou seja, quando para alguma formula
@,0ocorrem no ramo as formulas marcadas Te € F ¢. Neste caso, dizemos que o0 ramo é
fechado. Caso contrario, dizemos que o ramo é aberto.

Além disso, se todos os ramos do tableau sdo fechados, entdo temos um
tableau fechado. Assim, podemos concluir que a formula inicial é valida. Do contrério,

a formula inicial ndo € valida.
3. Tableaux para a logica paraconsistente Js

Nesta secdo, apresentamos a Logica Paraconsistente J3 no método de tableaux.
Também provamos a equivaléncia entre o sistema hilbertiano da Jze o sistema de
tableaux introduzido neste trabalho. O sistema de tableaux para a Logica
Paraconsistente Jz sera denotado por T(Jz).

O sistema de T(J3) € composto dos seguintes itens:

e O alfabeto de T(Jz) é determinado pelos operadores da Loégica Js, conforme

sistema de axiomas de Jz da Secéo 1.

e O conjunto de formulas For(J3)é gerado deforma recursiva a partir da formulas

atdmicas de J3, o conjunto Var(Jz) = {p1, p2, p3, ...}, pelos operadores de Js.
e O sistema trabalha com formas marcadas do tipo ke, em que k €{0, %, 1}

e O conjunto de regras de deducgdo do sistema T(J3) sera introduzido a seguir.

Destacamos as regras especificas para o operador o, apresentadas agora.

As regras de expansao de T(J3) para o operador osao as seguintes:
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o Ri1T(J3):
0 0O
1/2 P
e R>T(J3):
Il oo
le |09
e R3T(J3):
1/2 oQ
x

Esta Gltima regra indica o fechamento imediato do ramo, pois o operador de

consisténcia ndo pode assumir o valor¥z.

Definicdo 3.1: No sistema T(J3), um ramo de tableau fecha quando ocorre nele uma
formula ¢ com dois valores distintos ou Rs.

Defini¢do 3.2: No sistema T(Jz), o tableau é fechado se todo ramo do tableaué fechado.
Devido a valoracédo %2, € necessario introduzirmos uma nova categoria de regras,

pois 0 comportamento da expansdo nao se enquadra exatamente nas regras dos tipos A e

B vistas anteriormente.

e Regra do tipo C: expande o ramo e gera trés possibilidades de analise.

Apresentamos, a seguir, todas as regras de expanséo de T(J3).
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As regras do tipo A sdo as seguintes:

1
0 - -
1 o ¢ 2 —0
0 1/
¢ 1 (0] 2 @
0 o0 Il oAy Oopvy
1/2 @ 1o 0 @
vy 0 v

As regras do tipo B sdo as seguintes:

1 og Opry lovy

| 1 1

0 o>V lo—>vy Yyo-y
0wy 1
1o |Y,0 vo ity - o
2 Yyo | 1o

As regras do tipo C sdo:

1/2 ¢ Ay 1/2 RV
Yaol|l2e| te Yy 0117 0| 00
1/,21” Ly 1/21” 1/2W 0wy 1/2W

Indicamos que a formula ¢ é deduzida via tableau de T" por T'I-¢.

3.1 Da deducao axiomética para a deducéo em tableaux

Desejamos mostrar que I' I p<=T'—e<T =@, Como a segunda equivaléncia ja

foi provada (FEITOSA; CRUZ e GOLZIO, 2015), entdo faremos os seguintes

caminhos: To=TIFp el I o=T'=o.
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Assim, provamos agora que para cada dedugdo de Js fazemos corresponder um
tableau fechado. Isto corresponde a dizer que a consequéncia dedutiva implica na

consequéncia analitica, a consequéncia dos tableaux.

Teorema 3.3: T'~o=T I o.

Demonstracéo: Por inducdo sobre o comprimento da deducdo I'~¢.

Sen=1, entdo peI" ou ¢ é um axioma deJs.

Se geT’, certamente o tableau I I~ ¢ fecha, pois a formula ¢ ocorre com valores

distintos no tableau. Agora, mostramos que o tableau de cada axioma de Jsfecha

segundo T(Js3).
(Al) o= (y—o):
0 ¢—>(—0)
Oy—o
/7 N\

%20 Lo
| I

0@ D@

Assim deve ser cada tableau de T(Jz). Contudo, em alguns casos evitaremos as

muitas ramifica¢cbes com uma notacdo levemente diferente. Vejamos:

(A1) o= (v—0):
0 ¢ —(v—>0)

0w —>o
2.1 @
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(A3) (pAy) —¢:
O(@ry)—>0

|

0

5,1

S S

Ay

1/,

I o
>

(A2) (¢ = (y = 0)) = ((¢ = v) — (¢ — 0))
Olp—=(y—0o)—=((p—v)—(p—0)

Ole—vy)—(p—0)

/ AN
YVop— (v — a) lo— (w—o0o)
| |
Do—o Dp—o
/ AN RN
Vo =2y lo—wy Vo—=w lo—vwy
/N "\
V2w —>0o Y2 —> o Deoly—=oc 0O lwy—oc
| | NN /N N
Oc 0o Vololyloct:0le Oo 1y
| ox x| oxox NN
2 o Y20 2w 0o V2plo Oy 1o
X X X X x % x|
0o
X
(Ad) (pry) >y
O(erny) >y
0y
2.1 oy
|
Ya.l wy
XX

139 Kinesis, Vol. IX, n° 20, Julho 2017, p. 126-150



Um sistema de Tableaux para a logica paraconsistente Js

(A6) o— (pvy):
Do—>(ovy)

Oovwy
Yo, 1o

Oo
Oy
x X

(AS) (6 —=0¢) = ((c = v) = (6= (9 A V)

U Chadl )l (CRad ) Rl CRag CRIRY))
I

0@=v)=(@—=(@Ay)
/ N
%(c—9) 1(c—gq)
/ AN
lo—(ony) lo—=(pny)
/ AN / N\
o=y lo—=vwy o=y lo—=wy
I I I I
lonwy Donw Dopay DAy
/N 7N / N\ 7N
lo V2o lo o 1o o lo Y20
| | | | N /N /N /N
o g 20 g 0o 1o 0c 19 0O0c lgo 0c 1lg
/\ N\ /\ /\ x /N x /N x N /N
le %o lo %o le %o 1o %o Do Oy OOy OOy 0o Oy
AN X ox AN AN AN x| « 1 ox /N x AN
Oolwy OOy Do lwy Oaly Yayr Yoy Ooly loly
x| L B AN x N X % X X%
Yoy Yay Op Ow Do Oy
x x XX XX
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(A7) y— (ovy):
Oy—=>(pvy)

0(ovy)
Y. 1y

0o
Oy
oM

0(m——oo—0)n(0———0)

RN

| |
.1l Oo
x X X X

(A8) (9 = 0) = (v = 0) = ((9 V) —0))

0((¢—>G}—>((U|—>0’)—>((EPV‘If)—}G)))

0y =0)=>{pvy)—>0)
/ N\
% (¢ —>0) 1@—o0)
I I
0(pvy)—o0) 0(@vy)—o)
/ N\ / N
Y. y—>a ly—ao Yy —>ao ly—o
I I I I
0o 0o 0o Oa
7\ 7\ 7N / N\
lovy ovy lovy pwvy lovy *ovy lovy rpvw
I I I I I I N /1 X
g Vg g g o o lo ly e 09 o
b b X x % x N N\ Yoy Yy 1y
Oglodyle /N /N /\
x x x x 0@lcOy laOy lo
O S S S
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(A10) ¢ V(e — v):
0 (pV(p—w)

0o
0 p—>w
|
W
2. 1o
X

=

x b

(Al2) —o ¢ — (¢ A—0):
0—ocp—(pnr—9)
|

Don—-o
l —cop
/N

Op O-—o

Oep 0cop
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(All) 0¢ — (¢ — (=@ — V)):

0 29— (¢ — (—o — )
|
o= (—9o—>vy)

/ AN
Y2 o 1o
0—p —>w
7N
2o lo
RN 7\

0o lo Do lo

% % % /N

(Al13) 09 — 0—@:
0 o9 — 00

0o—0o
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(A14) (0 noy) — o(¢ — y):

0 ((o@ A ow) — o(e — )

0o(p =)
¥2,1 (0@ A oy)
X |
1 o0
1 owy
|
Yoy
|
oy
/ AN
Yo lo
VRN VRN
0y Ly 0wy Ly
X X X X
(A15) (0 roy) — o(e v y):
0 (op A oy) = oo v v)
|
0o(p v y)
7\
%2 (00 A o) 1 (00 A o)
X |
1 op A oy
l oo
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Sen>1, entdo temos '~ e '-o—e=>T"H0.
Por hipétese de inducdo, os tableaux I'l-o e I'lFo—¢ fecham. Logo, para toda

valoragéo v tal que v(I") < {¥%, 1} temos que v(c) # 0 e v(c—¢) # 0.

Entdo devemos considerar o tableau I', o, c—>¢I-@:

T
Yo Yo 1o 1o
“wo—=2o lo—=o “Wo—=o lo—=q
Oo Oo O Oo
Y@ FaN FR ] PaN
“mlao 0o 1o “lo Do 1o
* * * * = * * *

Em todos os casos os tableaux fecham e, portanto, I'li-¢p. =

3.2 Conjuntos saturados para baixo

Definicdo 3.4:Um conjunto 6de férmulas marcadas é saturado para baixo se ele atende
as seguintes condicdes:
(i) nenhuma férmula aparece em 6com dois valores distintos no ramo;
(i) se em 6 ocorre alguma férmula marcada do tipo A, entdo kia1€6 e koo2€6, em
que k1 a1 e k1 o2 80 as subformulas marcadas imediatas da formula do tipo A,
(iii) se em O ocorre alguma formula marcada do tipo B, entdo ki B1 €6 ou kop2€6,
em que ki B1 e kz B2 s80 as subformulas marcadas imediatas da formula do tipo B;
(iv) se em 6 ha alguma formula marcada do tipo C, entdo ki y1€6 ou k2 y2€6 ou ks
v3€0, , em que ki y1, kzyo€ kayssdo as subférmulas marcadas imediatas da formula

do tipo C.

Lema 3.5: Todo ramo aberto e saturado de um tableau é um conjunto saturado para

baixo.
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Demonstracdo: Como o ramo é aberto, entdo nenhuma formula ocorre com valoragdes
distintas no ramo, o que cumpre a condicao (i). Devido a saturacdo do ramo, todas as
possiveis regras de expansdo do tableau ja foram aplicadas. Assim, se ha uma formula
do tipo A no ramo, entdo kiou e koaotambém estdo no ramo, cumprindo a condicao (ii).
Agora, se uma férmula do tipo B esta no ramo, entdo ou ki B1 ou k2 B2estd no ramo,
cumprindo a condicdo (iii). Novamente pela saturacdo, se uma férmula do tipo C esta no

ramo, entao ou ki y1 ou k2 y2 ou k3 yzesta no mesmo ramo e vale (iv). [ |

Agora precisamos estender a nocéo de valoracdo para férmulas marcadas. Isso

pode ser feito da seguinte forma.

Defini¢do 3.6: Dada uma valoracdo v e ke {0, %, 1}, entdo a formula marcada ko é
distinguida segundo v, 0 que é denotado por keeD, se v(o) = k.

Desta maneira: kpe D<v(op) = k.
Defini¢do 3.7:Uma valoragdo v satisfaz um conjunto 6 de formulas marcadas se para
toda formula marcada ky €6, tem-se que k yeD.
Definicdo 3.8:Um conjunto 6 de férmulas marcadas é satisfativel se existe uma
valoracao v tal que v(6) < D, isto é, para toda ye9, kye D.

Agora serdo mostrados dois lemas necessarios para a Completude.

Lema 3.9: Se6é um conjunto satisfativel de formulas marcadas, entao:

(i) se uma férmula do tipo A pertence a 0, entdo 0u{kiau,koo0} € satisfativel,

(ii) se uma foérmula do tipo B pertence a 0, entdo 0u{kiB1} é satisfativel ou
0u{kop2} €é satisfativel;

(iii) se uma férmula do tipo C pertence a 0, entdo 6u{kiy1} é satisfativel, ou
0u{koy1} € satisfativel, ou O U{ksys} € satisfativel.
Demonstragéo: (i) Tomemos a formula de consisténcia do tipo A, isto é, 0op. Como o
conjunto O é satisfativel, entdo existe uma valoracdo v tal que v(6) < D. Dai, v(op) =0

e, entdo, v(p) = %2 e, portanto, v(6u{*2 ¢}) < D.
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Agora a conjuncgdo do tipo A, isto é, 1 eAy. Como o conjunto 6 é satisfativel,
entdo existe uma valoracdo v tal que v(0) < D. Dai, v(pay) = 1 e, entdo, v(p) = 1 e v(y)
= 1. Portanto, v(6u{1p, 1y}) < D.

Para a disjun¢do do tipo A temos que 0 ¢vy. Como o0 conjunto 6 é satisfativel,
entdo existe uma valoracao v tal que v(6) < D. Dai, v(pvy) = 0 e, entdo, v(¢) = 0 e v(y)
=0 e, portanto, 0 ¢, 0 ye D. Assim, v(6L{0 ¢, Oy}) < D.

Todas as regras de negacgéo séo do tipo A.

Se temos 0 —¢, desde que o conjunto6é satisfativel, entdo existe uma valoragédo
v tal que v(0) < D. Dai, v(—¢) =0 e, entéo, v(¢) = 1 e, portanto, v(6L{1l¢}) < D.

Quando temos %2 —¢, como 0 é satisfativel, entdo existe uma valoracéo v tal que
v(0) < D. Dai, v(—¢) =Y e, entdo, v(p) = Y2 e, portanto, v(0L{% ¢}) < D.

Finalmente, se temos 1 —¢. Como 0 conjunto 6 é satisfativel, entdo existe uma
valoracao v tal que v(6) < D. Dai, v(—¢) = 1 donde segue que v(¢p) = 0 e, portanto,
v(6u{0¢}) = D.

(if) Para a formula de consisténcia do tipo B, temos 1 op. Como 6 é satisfativel,
entdo existe v tal que v(0) < D e, entdo, v(op) = 1. Consequentemente, v(p) = 0 ou v(op)
= 1. Se v(p) =0, entdo v(6L{0 ¢}) < D. Contudo, se v(¢) =1, entdo v(6L{1lp}) < D.
De qualquer modo ha um ramo tal que v(6u{ke}) < D.

Para a conjuncéo do tipo B, temos 0 oAy. Como 0 é satisfativel, entdo existe v
tal que v(6) < D. Dai, v(pAy) = 0 e, consequentemente, v(¢) = 0 ou v(y) = 0. Se v(p) =
0, entdo v(6{0 ¢}) < D; e se v(y) =0, entdo v(6L{0 y}) < D.

Se temos uma disjuncéo do tipo B, isto é, 1ovy, desde que 6 é satisfativel, entdo
existe v tal que v(6) < D. Dai, v(pvy) = 1 e, consequentemente, v(p) = 1 ou v(y) = 1.
Se v(p) = 1, entdo v(6u{le}) < D; e se v(y) =1, entdo v(6uL{1ly}) < D.

Todas as regras de condicionais sao do tipo B.

Para 0 o—, como 0 é satisfativel, entdo existe v tal que v(6) < D. Dai, v(o—y)
= 0 e, consequentemente, v(y) = 0 e v(¢) € D. Para v(y) =0, segue que v(0L{0 y}) <
D. Agora, para qualquer k € D, se v(¢) =k, entdo v(6u{ke}) < D. Logo, um dos ramos
é tal que v(6L{0 v, ko}) < D.
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Para 20—\, como 6 é satisfativel, entdo existe v tal que v(6) < D. Dai, v(o—v)
= Y% e, consequentemente, v(y) =% e v(p) € D. Para v(y) = %, segue que v(buL{¥2y})
< D. Agora, para qualquer k € D, se v(o) = k, entdo v(6u{ke}) < D. Logo, um dos
ramos é tal que v(6L{%2 v, ko}) < D.

Para 1o—\y, como 0 é satisfativel, entdo existe v tal que v(6) < D. Dai, v(o—vy)
= 1 e, consequentemente, v(¢p) =0 ou v(y) = 1. Se v(¢) =0, entdo v(6L{0 ¢}) < D; e se
v(y) = 1, entdo v(6L{1ly}) < D. De qualquer modo, hd um ramo tal que v(6u{ko})
D.

(iif) Para a conjungdo do tipo C, temos Y2pAy. Como 6 € satisfativel, entéo
existe v tal que v(0) < D. Dai, v(pAy) = % e, consequentemente, v(p) = 1e v(y) = ¥%; ou
v(p) = Y2e v(y) = 1; ou v(p) = ¥2e v(y) = %. Como tem que valer um destes trés casos,
para ki1, kze D, segue que v(6u{kio, koy}) < D.

Para a disjuncédo do tipo C, temos »2pvy. Como 6 ¢é satisfativel, entdo existe v
tal que v(0) < D. Dai, v(pvy) = % e, consequentemente, v(¢) = Oe v(y) = %; ou V(o) =
Yoe v(y) = 0; ou v(p) = %2e v(y) = ¥%. Como tem que valer um destes trés casos, para ki,
koe {0, Y%, 1}, segue que v(6{kip, koy}) < D.

Em todos os casos, algum ramo do tableau € satisfativel. =

3.3 Da deducao em tableaux para a consequéncia semantica

Agora podemos completar o caminho para a equivaléncia ente o sistema

dedutivo Jz e o sistema T(J3). Mas, para isso usaremos a consequéncia semantica dada

pela matriz MJs. Mostraremos que se um tableau fecha, entdo ha uma consequéncia

semantica via 11Jz para as formulas envolvidas no tableau.

Teorema 3.10:T" I o=T"E=¢.
Demonstracéo: Provaremos pela contrapositiva, ou seja, que I'#=implica quel’ I .

Se T'=, entdo ha uma valoracado v tal que v(I') <D e v(o) = 0.

148 Kinesis, Vol. IX, n° 20, Julho 2017, p. 126-150



Um sistema de Tableaux para a logica paraconsistente Js

Seja 6o 0 conjunto das formulas marcadas que representam o tableau inicial para
I' tal que v(60) =D. Mostramos que a cada passo de expansdo do tableau, sempre ha um
ramo 6; tal que v(6;) < D.

Consideremos que v(6i-1)cD. Se o ramo 6i.1 é expandido por uma férmula do
tipo A, pelo Lema 4.10 (i), v(6i)cD. Se o ramo 6.1 é expandido por uma férmula do tipo
B, pelo Lema 4.10 (ii), um dos dois ramos gerados ¢ tal que v(6i)cD. Agora, se 0 ramo
0i.1 € expandido por uma formula do tipo C, pelo Lema 4.10 (iii), um dos trés ramos
gerados é tal que v(0;)<D.

Em todos os casos, temos um ramo 6; tal que v(6i) < D. Assim, sempre ha um
ramo satisfativel em 6, que € um conjunto saturado para baixo e ndo fechado.

Portanto, "I+ . |

4. Considerac0es Finais

Neste artigo, apresentamos um sistema de tableaux, T(J3), para a Ldgica
paraconsistente Js, a qual foi abordada inicialmente num sistema axiomatico. Para isso,
introduzimos novas regras de expansao a partir da analise dos esquemas de axiomas de
Js e apresentamos as clausulas de fechamento do ramo do tableau.

Ressaltamos que o método de tableaux tem algumas vantagens com relagdo ao
método hilbertiano, uma vez que o tableau é um sistema de dedutivo de facil
compreensdo e manipulacdo. Além disso, as arvores de refutacdo sdo caracterizadas
como um algoritmo, o que possibilita que o0 método seja implementado mais facilmente
em computadores.

Apos apresentarmos 0 nosso tableau para a Jz3, mostramos a equivaléncia entre
0 sistema axiomatico da logica Js e sistema de tableau que introduzimos. Assim, temos
que tudo que deduzimos em J3 também obtemos em T(J3) e todos os resultados que

obtemos em T(J3) também séo provados em Js.
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